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A MES SSSR ETE RS 


LES LECTEURS 
ET PROFESSEURS ROYAUX. 


MESSIEURS, 


JE vous dois beaucoup , C7 n) ’ofe Le dire ; vous m ‘avez 
conduit fur les pas de la vérité; fans vous j'aurois erré 
long-temps. L ‘obfcurité répandue le plus fouvent fur 
les principes qui fervent de bafe à une fctence , la con- 
Jufion des idées qui accompagne les premiers efJais dans 
LOUS les genres d'étude, la difficulté de remédier [ot- 
même à ce défordre, SG bientôt après la foule des 
livres inutiles, font autant d'entraves qui, dans la car- 
riere des fciences , rendent la marche pénible & quel- 
quefois rebutante. Vous avez levé tous ces obJtacles 
devant moi ; vous avez raffuré mon imagination en 
éclairant les fondements fur lefquels je devois baur; 6, 
en m'apprenant à puifer dans les vraies fources , vous 
m'avez fauvé de la perte du temps G de l’ennu des lr- 
vres , plus nuifible lui feul à l’inftruction , que toutes 
les autres difficultés enfemble. Enfin, dans plus d’un 


genre, vous m'avez mené par la main jufqu'aux bornes 


a ÿ 
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où fuuffent nos connoëffances ; @ dela j'a  contemple 
avec vous la lice immenfe où doivent entrer un jour ceux 
qui vous furvront. Dans cette marche vigoureufe, 
mes idées qui fe font étendues en fe multipliant, fe font 
auffr 1 placées d’elles-mêmes avec ordre [ur les rameaux 
d'une tige unique. J'ai connu l’art heureux de lier un 
grand nombre de rapports dans une vue générale A Jen 
ai fenti la néceffité; & vous m'avez montré comment, par 
Le développement de ces rapports ; On arrive au fond 
du ns où la vérité s’enferme. 

C’eft dans les S'czences Mathématiques en partiCu- 
ler, que vous m'avez exercé, ME ssIEURS; crozroit- 
on que dans ces fciences même les AU peuvent 
n'être pas préfentés d'une maniere exaûle ? C'ejt pour 
les reétifer dans L Analyfe des infiniment petits , que 
f ai Jount quelques notes à l’édinion de cet Ouvrage que 
J'ai l'honneur de vous préfenter. .Ce livre , excellent 
dans le temps où il a paru, n’a pas cefé d’être précieux. 
Le nombre des applications qu'il préfente , l’ordre , la 
maniere générale, qui reonent dans tout l Ouvrage, en 


| feront lonp: temps un de nos bons livres élémentaires. 


Cependant il et devenu infufffant par l'avancement 
de la Géométrie ; il manque de quelques théories nécef: 
faires à l intelligence complette des marieres qu'il dif- 
cute. J'ai | fuppléé dans des notes, & les théories qui 
lur font néceflarres, & celles dont un livre élementaire 
ne peut plus fe paffèr aujourd'hut ; J'ai taché d° expli- 
quer auffr clairement ; & en auffi peu de mots que ] at 
pu, les vrais principes du calcul différentiel : enforte 
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que Je crois pouvoir regarder le livre des [nfuuiment Pe- 
uts, avec les additions que j'ai faites, comme une bonne 
introduction aux Ouvrages plus profonds que vous 
nous expliquer. Mais de tous les details ou je Juis eI- 
tré, rien ne m appartient , Messieurs ; Je les ar 
puifés dans vos leçons : Je n'ai que le mérite aif[é d’a- 
voir recueilli les matieres, & de les avoir mufes en 
ordre. 

Quand l'étude des Mathématiques n'auroit pornt 
d'autre avantage que de donner à l'efprit de. l'eten- 
due , de la jufteffe , de l'ordre, & de l'accoutumer aux 
méditations profondes , c’en feroit affez pour la rendre 


recommandable. Mais en outre , elle et d’une néceffité 


abfolue dans la plupart des recherches phyfiques , dans 
cette fctence, par exemple, qu'on doit regarder comme le 
dernier effort de l’efprit humain , l’Ajtronomie phy/- 
que. Les prop oprès qu'elle a faits de nos JOUrS, ne font- 
cls pas dus aux travaux des grands Géometres qui 


ont reculé f1 loin les bornes de la Géométrie tranfcen- 


dante. C’elt de l’Aftronomie phyfique, Jur-tour, qu'on 
doit affirmer le mot de Platon : Que nul n'entre ici 

u'il ne foit Géometre. Mais qu'il faut de pénétration 
SC d’adreffe pour defcendre des contemplarions généra- 
les aux applications particulieres ! On marche fur un 
fable mouvant qui femble fuir fous les pieds ; à tout 
moment on court rifque de Je perdre. C’eft alors qu’on 
a befoin dé Maitres , C de Maitres profondément ver- 
{és dans la fcience, ce qui ne forent pas arrêtés par 
l'ennui de revenir [ur des chofes connues. 
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y)  ÉPITRE DÉDICATOIRE. 


Ce n’eft pas feulement dans l'étude de la Géométrie 
fublime, que l'on trouve des fecours auprès de vous , 
Messieurs : l'étude des langues , qui eft la clef 
de toutes les fciences , la conno1ffance approfondie des 
chefs-d'œuvre tant anciens que modernes , la Mora- 
le, la Phyfi ique , l° Hiftoire civile SC nt VOUS 
embralléz sous les genres de Jctence ; vous en rendez 

+ l'abord agréable 6 facile,en même temps que vous les 
approfondiffez. Our, MEessrEURS, Je ne crains 
pas de le dire, puifque ma voix n'eft que l'écho du pe- 
it nombre de ceux qui aiment les Lettres, out la Phi- 
lofo phie & les Beaux-Arts trouvent ic ns hommes 
qui les enrichiffent de leurs travaux ; le Public y trouve 


des Maîtres empreffés; & les S'avants, des Modeles & 
des Amis. 


Je fuis , avec un profond refpect , 


MESSIEURS, 


Votre très humble & très obéifflant 
ferviteur, Le FE vre. 














PRÉC ANC.E. 


L'anarvse qu'on explique dans cet Ouvrage, 
fuppofe la commune; mais elle en eft fort différente. 
L’Analyfe ordinaire netraite que des grandeurs finies: 
celle-ci pénetre jufques dans l'infini même. Elle com- 
pare les différences infiniment petites des grandeurs 
finies ; elle découvre les rapports de ces différences : 
& par-là elle fait connoître ceux des grandeurs finies, 
qui comparées avec ces infiniment petits font comme 
autant d'infinis. On peut même dire que cette Ana- 
lyfe s'étend au-delà de l'infini : car elle ne fe borne pas 
aux différences infiniment petites ; mais elle décou- 
vre les rapports des différences de ces différences, ceux 
encore des différences troifiemes, quatriemes, & ainfi 
de fuite, fans trouver jamais de terme qui la puifle 
arrêter. De forte qu’elle n’embraffe pas feulement 
Finfini ; mais l'infini de l'infini, ou une infinité d’in- 
finis (1). 


Une Analyfe de cette nature pouvoit feule nous 





(1) Je ne fais pas fi l’Auteur avoit une idée nette de tous ces infinis 
quoi qu'il en foit ; cette métaphyfique eft totalement inutile au calcul 
différentiel, qu'on peut établir fur des: principes plus évidents, comme 
_on le verra dans les notes que nous avons ajoutées à cet Ouvrage, 
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conduire jufqu'aux véritables principes des lignes cour- 
bes. Car les courbes n'étant que des polygones d’une 
infinité de côtés, & ne différant entre elles que par la 
différence des angles que ces côtés infiniment petits 
font entre eux; il n'appartient qu'à l'Analyfe des 
infiniment petits dé déterminer la pofition de ces 
côtés pour avoir la courbure qu'ils forment, c'eft- 
a-dire les tangentes de ces courbes, leurs perpendi- 
culaires , leurs points d'inflexion ou de rebroufle- 
ment , les rayons qui s'y réfléchiflent, ceux qui sy 
rompent, &C. 

Les polygones infcrits ou circonfcrits aux cour- 
bes, qui, par la multiplication infinie de leurs côtés, 
fe confondent enfin avec elles, ont été pris de tout 
temps pour les courbes mêmes. Mais on en étoit de- 
meuré là :ce n'eft que depuis la découverte del Ana- 
lyfe dont il s’agit ici, que l’on a bien fenti l'étendue 
& la fécondité de cette idée. 

Ce que nous avons des Anciens fur ces matieres, 
principalement d’ÆArchimede, eft aflurément digne 
d'admiration. Mais outre qu'ils n'ont touché qua 
fort peu de courbes, qu'ils n'y ont même touché que 
lévérement; ce ne font prefque par-tout que propofi- 
tions particulieres & fans ordre, qui ne font aperce- 
voir aucune méthode réculiere & fuivie. Ce n'eft pas 

cependant 








| PRÉFACE. - ix 
cependant qu'on leur en puifle faire un feproche léoi- 
cime : ils ont eu befoin d'une extrême force de oé- 
nie ( 1) pour percer à travers tant d'obfcurités, & 
pour entrer les premiers dans des pays entiérement 
inconnus. S'ils n'ont pas été loin, s'ils ont marché 
par de longs circuits ; du moins, quoi qu'en dife (2) 
Verte, ils ne fe font point égarés : & plus les chemins 
qu'ils ont tenus étoient difnciles & épineux, plus ils 
font admirables de ne s’y être pas perdus. En un mor, 
il né paroît pas que les Anciens en aient pu faire da- 
vantage pour leur temps : ils ont fait ce que nosbons 
efprits auroient fait en leur place ; & s'ils étoient à la 
nôtre , il eft à croire qu'ils auroient les mêmes vues 
que nous. Tout cela eft une fuite de l'égalité natu- 
relle des efprits & de la fucceflion néceflaire des dé- 
couveftes. | 

Ainfiil n'eftpas furprenant que les Anciens n'aient 
pas été plus loin ; mais on ne fauroit affez s'étonner 





(1) Archimedis de lineis fpiralibus traëlatum cum bis terque legiflem, 
cotafque animi vires inteñdifflem , ur fubriliffimarum demonftrationum de 
fpiralium tangentibus artificium adfequerer ; nufquam tamen , ingenuè 
fatebor, ab earum contemplatione ita certus recefft, quin [érupulus animo 
Jemper hæreret, vim illius dermonftrationis me non percepiffe rotam , Ëc. 
Bullialdus ,Præf. de lineis fpiralibus. 

(2) Si verè Archimedes , fallacirer conclufit Euclides, &c. Supplem, 
Geomet, 


b 
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que de grands hommes, & fans doute d'aufli grands 
hommes que les Anciens , en foient fi long-temps de- 
meurés là ; & que par une admiration prefque fuperf- 
titieufe pour leurs ouvrages, ils fe foient contentés de 
les lire & de les commenter, fans fe permetre d'autre 
ufage de leurs lumieres, que ce qu'il en falloit pour 
les fuivre ; fans ofer commettre le crime de penfer quel- 
quefois par eux-mêmes, & de porter la vue au-delà 
de ce que les Anciens avoient découvert. De cette 
maniere, bien des gens travailloient , ils écrivoient, 
les livres fe multiplioient, & cependant rien n'avan- 
çoit: tous les travaux de plufieurs fiecles n’ont abouti 
qu'à remplir le monde de refpectueux commentaires 
& de traductions répétées d’originaux fouvent aflez 
méprifables. 
T'el fut l’état des Mathématiques, & fur-tout de la 
Philofophie, jufqu'à M. Defcartes. Ce grand hom- 
ne, pouffé par fon génie & par la fupériorité qu'il fe 
fentoit, quitta les Anciens pour ne fuivre que cette 
même raifon que les Anciens avoient fuivie ; & cette 
heureufe hardiefle, qui fut traitée de révolte, nous 
valut une infinité de vues nouvelles & utiles fur la 
Phyfique & fur la Géométrie. Alors on ouvrit les 
veux, & l'on s'avifa de penfer. 
Pour ne parler que des Mathématiques, dont il eff 
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feulement ici queftion, M. DéfCartes commencéa où 
les Anciens avoient fini, & il débuta par la folution 
d’un Problème où Pappus dit (1) qu'ils étoient tous 
demeurés. On fait jufqu'où il a porté l'Analyfe & la 
Géométrie, & combien l’alliage qu'il en a fait rend 
facile la folution d’une infinité de Problèmes qui pa- 
roifloient impénétrables avant lui. Mais commeil 
s'appliquoit principalement à la réfolution des égali- 
tés , il ne fit d'attention aux courbes qu'autant qu’el- 
les lui pouvoient fervir à en trouver les racines : de 
forte que l’Analyfe ordinaire lui fufhfant pour cela, 
il ne s’avifa point d’en chercher d'autre. Il n’a pour- 
tant pas laiflé de s’en fervir heureufement dans la 
recherche des tangentes; & la méthode qu'il décou- 
vrit pour cela, lui parut fi belle, qu'il ne fit point 
de difhculté de dire (2), que ce Problème étoir le 
plus utile & le plus pénéral, non feulement qu'il sûr, 
mais même qu’il eût jamais defiré de [avoir en Géo- 
métrie. | À 

Comme la Géométrie de M. De/Carres avoit mis 
la conftruction des Problêmes par la réfolution des 
égalités fort à la mode, & qu'elle avoit donné de 
grandes ouvertures pour cela ; la plupart des Géome- 





(1) Collett. Mathem. Lib, 7. inirio, 
(2) Géométrie , liv. 2. 
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tres s’y appliquerent ; ils y firent aufli dé nouvelles 
découvertes, qui s'augmentent & fe perfeionnent 
encore tous les jours. 

Pour M. Pafchal, il tourna fes vues de toutun au- 
tre côte : il examina les courbes en elles-mêmes, & 
fous la forme de polygone; il rechercha les longueurs 
de quelques-unes , l'efpace qu'ellès renferment, le 
folide que ces efpaces décrivent, les centres de gra- 
vité des unes & des autres, &c. Et, par la confidéra- 
tion feule de leurs éléments, c’eft-à-dire des infini- 
ment petits , 1l découvrit des méthodes générales & 
d'autant plus farprenantes, qu'il’ ne paroît y être ar- 
rivé qu'à force de tête & fans analyfe. 

Peu de temps après la publication de la Méthode 
de M. Defcartes pour les tangentes, M. de Fermaren 
erouva aufli une, que M. Defcartes a enfin avoué (1) 
lui-même être plus fimple en bien des rencontres que 
la fienne. Il eft pourtant vrai qu'elle n’étoit pas en- 
çore aufli fimple que M. Barrow l’a rendue depuis en 
confidérant de plus près la nature des polygones, qui 
préfente naturellement à l’efprit un petit triangle fait 
d’une particule de courbe, comprife entre deux ap- 
pliquées infiniment proches, de la différence de ces 





(1) Lettre 71, l'ome 3. 
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deux appliquées, & de celle des coupées correfpon- 
dantes ; & ce triangle eft femblable à celui qui/fe doit 
former de la tangente, de l'appliquée, & de ia fous- 


tangente : de forte que par une fimple Analogie cette | 


derniere méthode épargne toutle calcul que demande 
celle de M: Defcartes , & que cette methode, elle- 
même, demandoït auparavant: 

M: Barrow (1) n'en demeura pas là, il inventa 
aufli une efpece de calcul propre à cette méthode ; 
mais 1] lui falloit , aufhi-bien que dans celle de M. 
Defcartes, ôter les fractions, & faire évanouir tous 
les fignes radicaux, pour s’en fervir. 

Au défaut de ce calcul eft furvenu celui du céle- 
bre (2) M. Leibruirz ; & ce Savant Géometre a com- 
mencé où M. Barrow & les autres avoient fini. Son 
calcul l’a mené dans des pays jufqu’ici inconnus; &il 
y a fait des découvertes qui font l’étonnement des 
plus habiles Mathématiciens de l'Europe. MM. Ber- 
noull: ont êté les premiers qui fe font apperçus de la 
beauté de ce calcul : ils l'ont porté à un point qui les 
a mis en état de furmonter des difhcultés qu'on:n'au- 
roit jamais ofé tenter auparavant. 

L'étendue de ce calcul eft immenfe :1l convient 








1) Leét. Geomet. p. 80. 
(2) Aa Erud, Lipf.an. 1684 ,p. 467. 
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aux Courbes mécaniques, comme aux géométriques ; 
lés fignes radicaux lui font indifférents & même fou- 
vent commodes ; il s'étend à tant d'indéterminées 
qu'on voudra ; la comparaifon des infiniment pe- 
its de tous les genres lui eft également facile. Et 
delà naïflent une infinité de découvertes furpre- 
nantes par rapport aux tangentes tant courbes que 
droites, aux queftions de maximis 6 minimis, aux 
points d'inflexion & de rebrouflement des cour- 
bes | aux développées , aux cauftiques par réflexion 
ou par réfraction, &c, comme on le vérra dans cet 
ouvrage. 

Je le divifeen dix Sections. La premiere contientles 
principes du calcul des différences. La feconde fait 
voir de quelle maniere l'on s'en doit fervir pour trou- 
ver les tangentes de toutes fortes de courbes, quelque 
nombre d'indéterminées qu'il y ait dans l'équation 
qui les exprime, quoique M. Craige (1) n'ait pas cru 
qu'il pût s'étendre jufqu'aux courbes mécaniques ou 
tranfcendantes. La troifieme, commentil fert à réfou- 
dre toutes les queftions de maximis © minimis. 
La quatrieme, comment il donne les points d’in- 
flexion & de rebrouflement des courbes. La cin- 





(1) De figurarum curvilinearum quadraturis ; part. 2. 
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quieme en découvre l'ufage pour trouver les dévelop- 
pées de M. Huygens,dans toutes fortes decourbes. La 
fixieme & la feptieme font voir comment il donne les 
cauftiques, tant par réflexion que par réfraction, dont 
l'illuftre M. T/Chirnhaus eft l'inventeur, & pour tou- 
tes fortes de courbes encore. La huitieme en fait voir 
encore l’ufage pour trouver les points des livnes cour- 
bes qui touchent une infinité de lignes données de 
pofition , droites ou courbes. La neuvieme contient 
la folution de quelques Problèmes qui dépendent 
des découvertes précédentes. Et la dixieme confifte- 
dans une nouvelle maniere de fe fervir du calcul 


des différences pour les courbes géométriques - d'où 


l’on déduit la Méthode de MM. De/cartes & Hudde, 
laquelle ne convient qu'à ces fortes de courbes. 

Il eft à remarquer que dans les Sections 2, 3,4, 
5, 6, 7, 8, il n y a que très peu de propofitions ; mais 
elles font toutes générales , & comme autant de Mé- 
thodes dont il eft aifé de faire l'application à tant de 
propofitions particulieres qu'on voudra : je la fais feu- 
lement fur quelques exemples choifis, perfuadé qu’en 
fait de Mathématiaue il n’v à à profiter que dans les 

q ÿ aa P q 
méthodes, & que les livres qui ne confiftent qu'en 
détails ou en propofitions particulieres ,ne font bons 

\ . \ , \ 
qu'à faire perdre du temps à ceux qui les font & à 
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ceux qui les lifent. Aufli n'ai-je ajouté les Problèmes 
de la Section neuvieme, que parcequ'ils paflent pour 
curieux & qu'ils font très univerfels. Dans la dixième 
Section ce ne font encore que des Méthodes que 
le calcul des différences donne à la maniere de 
MM. Defcartes & Hudde ; & fi elles font fi limi- 
tées, on voit par toutes les précédentes que ce n'ef 
pas un défaut de ce calcul, mais de la Méthode Car- 
célienne à laquelle on l'aflujetit. Au contraire rien ne 
prouve mieux l'ufage immenfe de ce calcul, que 
. toute cette variété de méthodes ; & pour peu d’atten- 
tion qu'on y fafle ; l’on verra qu'il tire tout ce qu'on 
peut tirer de celle de MM. De/cartes & Hudde, & 
que la preuve univerfelle qu'il donne de l’ufage qu'on 
y fait des progreflions arithmétiques, ne laifle plus 
rien à fouhaiter pour l'infaillibilité de certe derniere 
Méthode. 

J'avois deffein d'y ajouter encore une Section pour 
faire fentir auf le merveilleux ufage de ce calcul dans 
la Phyfique , jufqu'à quel point de précifion il la peut 
porter , & combien lés Méchaniques en peuvent reti- 
rer d'utilité, Mais une maladie m'en à empêché : le 
public n'y perdra pourtant rien, & il l'aura quelque 
jour même avec ufure. 

Dans tout cela il n'y a-encore que la premiere par. 

[1e 











tie du calcul de M. Leïbrirz , laquelle confifte à def- 


cendre des grandeurs entieres à leurs différences inf- 
niment petites, & à comparer entre eux ces infini- 
ment petits de quelque genre qu'ils foient : c’eft ce 
qu'on appelle Calcul différentiel. Pour l’autre par- 
tie, qu'on appelle Calcul intégral, & qui confifte à 
remonter dé ces infiniment petits aux grandeurs ou 
aux touts dont ils font les différences, c’eft-à-dire à 
en trouver les fommes, j'avois aufli deflein de le 
donner. Mais M. Leibmitz m'ayant écrit qu'il y tra- 
vailloit dans un Traité qu'il intitule De Scienria in- 
finiti , je n'ai eu garde de priver le public d’un fi bel 
Ouvrage qui doit renfermer tout ce qu’il y a de plus 
curieux pour la Méthode inverfe des tangentes, pour 
les rectifications des courbes, pour la quadrature des 
efpaces qu'elles renferment, pour celle des furfaces 
des corps qu'elles décrivent , pour la dimenfion de 
ces corps, pour la découverte des centres de gra- 
vité, &c. Je ne rends même ceci public, que par- 
cequil m'en a prié par fes lettres, & que je le crois 
néceffaire pour préparer les efprits à comprendre tour 
cé qu'on pourra découvrir dans la fuire fur ces ma- 
tieres. 

Au refte je reconnois devoir beaucoup aux lumie- | 
res de MM. Bernoulli, fur-tout à celles du jeune, 
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préfentement Profefleur à Groningue. Je me fuis 
fervi fans facon de leurs découvertes & de celles de 
M. Lerbruty. C'eft pourquoi je confens qu'ils en re- 
vendiquent tout ce qu'il leur plaira, me contentant 
de ce qu'ils voudront bien me laïffer. 

C'eft encore une juftice due au favant M. New- 
son , & que M. Leibnitz lui a rendue (1) lui-même: 
Qu'il avoit aufli trouvé quelque chofe de femblable 
au calcul différentiel, comme il paroît par l'excellent 
Livre intitulé Phzlofophiæ naturalis principia Ma- 
thematica , qu'il nous donna en 1687, lequel eft 
prefque tout de ce calcul. Mais la caraétériftique de 
MT. Léibnitz rend le fien beaucoup plus facile & plus 
expéditif; outre qu'elle eft d’un fecours merveilleux 
en bien des rencontres ( 2 ). 

Comme on imprimoit la derniere feuille de ce 
Traité, le Livre de M. Nreuwentit m'eft tombé en- 
tre les mains. Son titre, Analyfis infinitorum, m'a 
donné la curiofité de le parcourir : mais j'ai trouvé 
qu'il étoit fort différent de celui-ci; car outre que 
cet Auteur ne fe fert point de la caraéteriftique de 

(1) Journal des Savants du 30 Août 1694. 

(2) Leibnitz, comme notre Auteur le dit lui-même , publia en 1684 
le Calcuk différentiel dans les Actes de Leipfck ; mais Newton avoit 


trouve dès 1 664 le calcul des fluxions , qui ne differe de l’autre que par 
la caracteriftique. 
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M. Leibnitz , il rejette abfolument les différences {e- 
condes, troifiemes, &c. Comme j'ai bâti la meil- 
leure partie de cet Ouvrage fur ce fondement, je 
me croirois obligé de répondre à fes objections , 
& de faire voir combien elles font peu folides, fl 
M. Leibniz n'y avoit déjà pleinement fatisfait dans 
les Ates( 1) de Leipfick (2). D'ailleurs les deux de- 
mandes ou fuppolitions que j'ai faites au commen- 
cement de ce Traité, & fur lefquelles feules il eft ap- 
puyé, me paroiflent fi évidentes, que je ne crois pas 
qu'elles puiffent laifler aucun doute dans l'efprit des 
Lecteurs attentifs. Je les aurois même pu démontrer 
facilement à la maniere des Anciens, fi je ne me 
fuffe propofé d'être court fur les chofes qui font déjà 
connues , & dem attacher principalement à celles qui 
font nouvelles. 





(1) Aa Erud. an. 169$ ; p. 3106 ;6o. 

(2) Nieuwentit ne faifoit pas attention que fi l’on pouvoit concevoir 
dans le cercle une corde infiniment petite du premier ordre, l’abcife ou 
finus verfe correfpondant feroit infiniment petit du fecond : & que fi la 
courbe étoit infiniment petite du fecond , Pabciffe feroit infiniment petite 
du quatrieme, &c.; puifque le diametre qui eft fini eft toujours à lacorde, 
comme la corde eit à l’abciffe correfpondante, | 
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DU CALCUL DES DIFFÉRENCES. 





SECTION EP RENE RE 
Ox l’on donne les regles de ce calcul. 


DÉFINITION JL. 


O: appelle quantités varzables celles qui augmentent 
ou diminuent continuellement; & , au contraire, quantités 
conftantes celles qui demeurent les mêmes pendant que les 
autres changent. Ainf, dans une parabole, les appliquées & 
les coupées font des quantités variables , au lieu que le para- 
metre eft une quantité conftance. 


DÉFINI TIOoN-IlI. 


La portion infiniment petite, dont une quantité variable 
augmente ou diminue continuellement, en eft appellée la 
différence. Soit , par exemple, une ligne courbe quelconque 
AM B , qui ait pour axe ou diametre la ligne 4 C', & pour 

A 





Fire, 1. 
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une de fes appliquées la droite P M ; & foit une autre ap- 
pliquée pm infiniment proche de la premiere. Cela polé, 
fi l’on mene M R parallele à..4 C ; les cordes AM, Am; 
& qu'on décrive du centre 4, de l'intervalle 4 M, le petit 
arc de cercle MS ; P p fera la différence de 4 P, Rm celle 
de PM ,S m celle de AM, & Mm celle de l'arc 4M. De 
même le petit triangle M Am qui a pour bafe l'arc M, 
fera la différence du fegment 4 M ; & le petitefpace MP pm, 
celle de l’efpace compris par les droites 4 P, PM, & par 
l'arc 4 M. 


COROTEATERT. 


1. [left évident que la différence d’une quantité conftante 
eft nulle ou zéro : ou (ce qui eft la même chofe ) que les 
quantités conftantes n’ont point de différence. 


À-Y-E-R“T-IS-S-E-M-E-N T: 


On fe férvira dans la fuite de la note ou caractériflique d 
pour marquer la difference d’une quantité variable que Pon 
exprime par une feule lettre ; &, pour éviter la confufion , 
cette note d n'aura point d'autre ufage dans la fuite de ce 
calcul. S: l’on nomme, par exemple, les vartables AP, x; 
PM,y; AM ,z;/arcAM,u; l’efpace mixtiligne AP M,s; 
& Le fegment AM ,t; dx exprimera la valeur de Pp, dy celle 
de Rm, dz celle de Sm, du celle du petit arc Mm, ds celle 
du petit efpace MP pm, &@ dt celle du petit triangle mixti- 
lrone M Am. 


I. DEMANDE ou SUPPOSITION. 


2. On demande qu’on puiffe prendre indifféremment l’une 
pour l’autre deux quantités qui ne different entre elles que 
d’une quantité infiniment petite : ou (ce qui eft la même 
chofe) qu'une quantité qui n’eft augmentée ou diminuée 
que d’une autre quantité infiniment moindre qu’elle , puifle 
être confidérée comme demeurant la même. On demande, 
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par exemple, qu'on puifle prendre 4p pour 4P;, pm pour 
PM, lefpace À pm pour l’efpace À P M, le petit efpace 
M P pm pour le petit reétangle MPpR, le petit fecteur | 
AM m pour le petit triangle AMS, l'angle p Am pour | 
l’angle P AM, &ce. | | 


II. DEMANDE ou SUPPOSITION. 


3. On. demande qu'une ligne courbe puifle être confi- 
dérée comme l’aflemblage d’une infinité de lignes droites, 
chacune infiniment petite : ou ( ce qui eft la même chofe) 
comme un poligône d’un nombre infini de côtés , chacun 
infiniment petit , lefquels déterminent, par les angles qu'ils 
font entre eux, la courbure de la ligne. On demande, par 
exemple, que la portion de courbe M m & l'arc de cercle 
MS puiflent être confidérés comme des lignes droites, à 
caufe de leur infinie petitefle , en forte que le petit triangle 
mS M puifle être cenfé rettiligne. 


AU ER D'ISS EM ENT. 


On fuppofe ordinairement dans la fuite que les dernieres 
lettres de lalphaber , z,y,x, Gc. marquent des quantités 
variables ; & , au contrarre, que les premieres ,a,b,c, Gc. 
marquent des quantités conflantes : de forte que x devenant x 
+ dx,y,2z, Gc. deviennent y +dy,z + dz,6c.* Er *Artr. 
a,b,c, &c. demeurent les mêmes a,b;, c, &c. 


P'R OP OS:rT 10 N° I: 
Problême. 


4. Prendre la difference de plufieurs quantités ajoutées 
enfemble , ou fouftraites Les ünes des autres. 


Soit a+ x + y — 7, dont il faut prendre la différence. 
Si lon fuppofe que x foit augmentée d’une portion infini- 
ment petite; c'eft-à-dire qu’elle devienne x + dx ;7ydevien- 
draalorsy + dy58&7%,7+d7; pour la conftante a, *élle * 4e 1. 
À ij 








* Art. 2. 


D 0m me 
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demeurera la même a : de forte que la quantité propofée 
a+ x +y—7 deviendra a + x + dx + y + dy —7% 
— dy; & fa différence, que l’on trouvera en la retranchant 
de cette derniere, fera dx + dy—dx. Il en eft ainfi des 
autres ; ce qui donne cette regle. 


REGzE Ï. 
Pour les quantités ajoutées ou fouftrartes. 


On prendra la différence de chaque terme de la quantité 
propofée, & retenant les mêmes fignes, on en compofera 
une autre quantité qui fera la différence cherchée. 


ProProsi1TrIon Il. 


Problème. 


s. Prendre la différence d’un produit fait de plafieurs 


quantités mulrpliées Les unes par les autres. 


1°. La différence de xy eft y dx+xdy. Car y devient 
y + d'y lorfque x devient x + dx, 8 partant x y devient 
alors xy + ydx + x dy + dx dy qui eft le produit de 
x + dx par y + dy; & fa différence fera ydx+xdy 
—+ dx dy, c'eft-à-dire * y dx+xdy : puifque dxdy elt 
une quantité infiniment petite pat rapport aux autres termes 
y dx, & x dy; car fi l'on divife , par exemple, yd x & 
dx d'y par dx, on trouve d'une part y , & de l’autre dy qui 
en eft la différence, & par conféquent infiniment moindre 
qu'elle. D'où il fuit que la différence du produit de deux 
quantités eft égale au produit de la différence de la premiere 
de ces quantités par la feconde, plus au produit de la difté- 
rence de Ja feconde par la premiere. 

2°. La différence de xyzeftyzdx+ xx; dy +xydz. 
Car, en confidérant le produit xy comme une feule quan- 
cité, 1l faudra , comme l’on vient de prouver, prendre le pro- 


duit de fa différence y dx + x dy par la feconde 7 (ce qui 


donne y7 dx + x7 d'y) plus le produit de la différence dz 
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de la feconde 7 par la premiere xy (ce qui donne xy dx); 
& partant la différence de x y7 fera yzdx + xzdy 
ie x y d'z. 

3°. La différence de xyzu et uyz; dx + uxzdy 
+ uxydz7+xyzdu. Ce qui fe prouve comme dans le 
cas précédent, en regardant le produit xy7 comme une 
feule quantité. Il en eft ainfi des autres à l'infini, d’où l’on 


forme cette regle. 
KE GET 


Pour Les quantités mulripliées. 


La différence du produit de plufieurs quantités multi- 
pliées les unes par les autres, eft égale à la fomme des pro- 
duits de la différence de chacune de ces quantités par le 
produit des autres. 

Ainf la différence de a x eft xo + adx, c'eft-à-dire 
adx. Celle da+xxo— yet dx — ydx—ady 
— x dy. 
‘ PR OP 0 SI TIO NEIL. 

Problème, 


6. Prendre la différence d’une fraction quelconque. 
+, x dx— xd x 

Ladifférence de 1 RE Car fuppofant RES 
on aura x—7y7, 8 comme ces deux quantités variables 
x & y7 doivent toujours être égales entre elles, foit qu’elles 
augmentent ou diminuent, il s'enfuit que leur différence, 
c'eft.à-dire leurs accroiflements ou diminutions feront aufi 
égales entre elles ; 8 partant *on aura dx—yd7+z;dy, 


dx—3d dx — x d 
& dy = TT — 7 "2 en mettant pour 7 fa va- 


y 79 
leur +. Ce qu'il falloit &c.; d’où l’on forme cette regle. 
REGLE II. 


Pour les quantités divifées , ou pour les frachons. 


La différence d’une fration quelconque eftégale au produit 


LATE iSe 
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de la différence du numérateur par le dénominateur , moins 
le produit de la différence du dénominateur par le numé- 
rateur : le cout divifé par le quarré du dénominateur. 


L . 


ne fera 





. . RÉ d 
Ainfi la différence de _ fera —— celle de 
adx | 
aatiax+xx 
P:R O’P:0 Sr T T0 N°1 Ve 


Probléme. 


7. Prendre la difference d’une puiffance quelconque , 
parfaite ou 1mparfaite, d’une quantité variable. 

Il eft néceflaire , afin de donner une regle générale qui 
ferve pour les puiflances parfaites 8 imparfaites , d'expliquer 
l’analogie qui fe rencontre entre leurs expofants. 

Si l’on propofe une progreflion géométrique dont le pre- 
mier terme foit l'unité, & le fecond une quantité quelcon- 
que x, & qu'on difpofe par ordre fous chaque terme fon 
expofant, il eft clair que ces expofants formeront une pro- 
greflion arithmétique. 

Prog "som 1 x CNT NO ES x T  CEC. 

Probe O2 A GREC 

Et fi l’on continue la progreflion géométrique au-def- 
fous de l'unité, & l’arithmérique au-deflous de zéro, les 
termes de celle-ci feront les expofants de ceux auxquels 
ils répondent dans l’autre. Ainfi — x eft l’expofant de 


I . I 
—,— 2 celui de —, &c. 
LA X À 


s U I I Li I 
PÉOD DE OM RASE + Ce 
Prog. atith. 1, 0,—1,—2,;—3,—4, &c. 
Mais fi l’on introduit quelque nouveau terme dans la 
progreffion géométrique , il faudra, pour avoir fon expofant, 


en introduire un femblable dans l’arithmétique. 


4 Led e : . 3 I o $ 4 . I 
Ainfi Y x aura pour expofant— AVES me VERT, UP 

3 . a + 2 . Eire F2 Lun 7 « 7. + . 
DETENTE are ten EC de forte que ces expref- 





DES INFINIMENT PErirs. /. Part. 7 
ù À t 
fons Vx & x, Vx & xTr, Vxt & x F5 8 x — +, êcine 
fignifient que la même chofe. 


Prog. géom. 1, Vx; ie VX RCE Xe DV VA Fa " DE 


Prôg'afith 0-2," T/0 1,0, —3 2, 2) +, I. 
B. 0; IT DORE d 10 
I I I I I I 
D, Jixt2 Ya 9 xix 2 2, /x 2 xt ° 
: : 4 $ ÈS 
Prog. ER MA EL VO RE ES Le er EN LE —, — 4. 


Où l’on voit.que de même:que Y xeft moyenne RAA 


I 


I 
VÉREET RES 


! I 
Prog. géom.—, 


È I . 
rique entre 1 & x ,de mème aufli — eft moyenne arithmé- 


tique entre leurs EUR ZÉTO & 1 : & de même que 
y x eft la premiere des deux moyennes sonetanuenens 


proportionnelles entre 1 & x, de même aufli - e eft Ia pre- 


miere des deux moyénnes RE ee proportion- 
nelles entre leurs expofants zéro &'r1 : & il en eft ainfi des 
autres. Or 1l fuit de la nature de ces deux progreflions. 

. Que la fomme des expofants de deux termes. quel- 
Se de la progreflion géométrique fera l’expofant du 
terme qui en et le produit. Ainfi ee où x7 eft le pro- 
duit de x5 par xt, & x++où x+ eft le produic de x+ 
PAL, CCR AE ONl x xs eft le produit de x —+ par 
x, &c. De même xr++ où x+ eft le produit de x 
par lui-même , c’eft.à- te fon quarré, & xt+it+itzou 
x eft le produit dé #9 parwoparix?, c'eft-à-dire fon cube, 
& = ou ++ eflla quatrieme puiffance 
de x—+, & il en eft ainf des autres puiflances. D'où il eft 
évident que le double , le triple, &c. de l'expofant d’un 
terme quelconque de la progreflion géométrique eft l’ex- 
pofant du quarré, du cube, &c. de ce terme ; & partant 
que la moitié, le tiers, &c. de lexpofant d'un terme quel- 
conque de la progrefi on géométrique fera l’expofant de la 
racine quarrée, cubique, &c. de ce terme. 

2°, Que la différence des expofants de deux termes quel- 
conques de la progreflion géométrique fera l’expofant du 
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FE RARE OR EN 
quotient de la divifion de ces termes. Ainfi x? 5x 
rs 


fera lexpofant du quotient de la divifion de x 7 par x, 


&x TT Aæ—x 2 fera RE du quotient de la 
divifion de x 3 par x # ; où lon voit que c’eft la même 

1 ie de SANT: 
chofe de multiplier x, 3 par x. + que de diviferx — 3 


par x +. Il en eft ainfi des autres. Ceci bien entendu , il 
peut arriver deux différents cas. 

Premier cas , lorfque la puiffance eft parfaite, c’eft-à-dire 
lorfque fon expofant eft un nombre entier. La différence 
dewxelt2xadxade ic 3 xx dx dextelt 4x 
&zc. Car. le quarré de x n'étant autre chofe que le produit 
de x par x, fa différence * fera x dx + x dx, c'eft-à-dire 
2 xdx. De même le cube de x n'étant autre chofe que le 
produit de x par x par x, fa différence * feraxxdx+xxdx 
+ xxdx, c'eft-à- diré. 3xxdx; & comme il en eft ainfi 
des autres ‘puiffances à à l'infini , il s'enfuit que fi l’on fuppofe 
que #2 marque un nombre éntier tel que l’on voudra, la 


— ] 
différence de x° feramx — dx. 
Si Fer eft négatif, on trouvera que la différence 


Mr 
mx REA mi } 
MEL AR 6 LE N° 


m 











de x” 


Second cas, Tébaie la D rifrce eft imparfaite , c’eft-à- 
dire lorfque fon expofant eft un nombre rompu. Soit pro- 


pofé de prendre la différence de x” ou x "(£ exprime un 


nombre rompu quelconque) on fuppofera x° = 7, & en 
élevant chaque membre à la puiflance 7, on aura x° = 7", 
& en prenant les différences , comme l’on vient d'expliquer 
dans le premier cas, on trouvera 77.7 dx=nz? "dy, 
a TRE OR Font 1 d LAPS, Ÿ M—n 

X — Mer US X X OU _ X 2 s ‘CH 

1e 

mettant à la place de 27°! fa valeur 7x HE SSj 
lexpofant eft négatif, on trouvera que la différence de 


X 
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m 


— mn Y 
m n d 
— 1 x m 
See Be > AS SE dre 


2 M 





LE 
x » ou de 





n 
X x 


Ce qui donne cette regle générale. 


n 


RE CRE 
Pour les puifflances parfaites ou zmparfartes. 


La différence d’une puiffance quelconque parfaite ou im- 
parfaite d’une quantité variable, eft égale au produit de 
l'expofant de cette puiflance, par cette même quanuité élevée 
à une puiflance moindre d’une unité, & multipliée par fa 
différence. 

Ainf, fi lon fuppofe que #2 exprime tel nombre entier 
ou rompu que l’on voudra, foit pofitif , foit négatif, & x 
une quantité variable quelconque, la différence de x" fera 
toujours 2x1 dx. 


EXEMPLES. 
La différence du cube de ay — xx, c'eft-à-dire de 


AY XX, eft 3 Xay—xxXady—2xdx +7 ho Rs 
— Caaxxydy+3ax*dy—6Gaayyxdx+riayxidx 
— 6xdx. 


La différence de Vxy+yy ou de x y + Yy° eff 


I Fat a FAIR ETES ydx + x dy + 2ydy. 
—XXy+Yy X YAX + xdy + zydy,ou PR 


1 
z 


Celle de Vat + axyy ou de at + axyy ,eft —Xa++axyy 


z 
2 








SOA A Cite) TO ayydx + 2 axyd. PÉPITS EVE 
xayydx+Laxydy,ou "TT, Celle de Vax + xx . 
2V a +axyy 
+ 1. ——— 
ou de ax+xx EE Xax xx Xadx +21xdx, ou 


adx +2ixdx 


2° 


Vars 





- ee — 


IS 





—_—— 
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La différence de Ve xxx + Vat+ ax yy ou de 


Li 


I 
oo —— — 
: 


AX+XX + Va axXyy. ; eft — X ax+xx + yattaxyy 





Rite aie RE. ay À adx+ixdx 














PE , OÙ EE 
Va Eaxyy 2Vaxtxx+Vat Faxyy 
Fe  IPRESENE AE ns, 
2V at axyy x 2 Vax + xx HV a Haxyy 


gr ET à 
La différence de az FF? {era felon cette regle * & celle 














Vxy +yy 
adxrxd > nds te = ad ies 
CRE RE US FAR EN PONS 
. AX+HXx VX +y7y 
des ARCHOS IE ET ER ee À EL AVE D VIE pe: AN SPTE TEE 


REMARQUE. 


Il eft à propos de bien remarquer que l’on a toujours 
fuppofé en prenant les différences, qu’une des variables x 
croiflant , les autres y, 7, &c. croifloient aufli ; c'eft-à-dire 
que les x devenant x+dx, les y, 7, &c. devenoient 
Y + dy,7+ d7;8&c. C'eft pourquoi sil arrive que quel- 
ques-unes diminuent pendant que les autres croiflent, il en 
faudra regarder les différences comme des quantités négati- 
ves par rapport à celles des autres qu'on fuppofé croître, 
& changer par conféquent les fignes des termes où les dif- 
férences de celles qui diminuent fe rencontrent. Ainf fi 
l'on fuppofe que les x croiffant, les y & les 7 diminuenr, 
c'eft-à-dire que les x devenant x + dx, les y & les 7 de- 
viennent y — dy &z—d7,8& que l’on veuille prendre la 
différence du produit xy7,; il faudra changer dans la difté- 
rence xyd7z + x?dy+y xd x trouvée *, les fignes des 
termes où dy & dy {e rencontrent : ce qui donne y7 dx 
— X y dy— x7dy pour la différence cherchée. 
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N'OT EP REMERERE, 


Ces principes n’ont pas le degré d’évidence qui eft le fondement de la 
certitude mathématique. Nous ferons enforte d'en fubftituer de plus 
exacts dans les notes que nous nous propofons d'ajouter à cet ouvrage. 

1. La portion finie dont une quantité variable augmente ou diminue 
dans un temps donné, en eft appellée la différence finie. On fe {ervira 
dans la fuite de la caractériftique À pour marquer la différence finie 
d’une quantité variable ; pour défigner , par exemple , la différence finie 
de x, on écrira À x, qui fera précédé du figne +- ou du figne — ; felon 
que la variable {era fuppofée croître ou décroïtre, 

On fuppofe que toutes les variables croiflent en même temps, & l’on 
demande la différence finie de a-x+y—7%, où a eft conftant? 
Cette quantité deviendra a + x + AX +y+Ay —7— 43%; &la 
différence finie , que l’on trouvera en la retranchant de cette derniere, 
fera NARNIA 

On demande , dans la même hypothefe , la différence finie de x y? 
Cette quantité devient (x ax) (y AY); en faifant la multiplica- 
tion indiquée , & retranchant xy du produit , on trouvera qu’elle a pour 
différence finie YAx + xAy+AxAYy. 7 

On voit tout aufli aifément que, x croiflant, la différence finie de 
4% ft (x + ax)" — x, On fera ufage de la formule de Newton 
pour développer le binome, & on trouvera pour la différence finie de- 
mandée : 

T2 vs ] 1 Lemon À) À 11 À À 


: x AXRm. ë PRINT ENS 
2 3 





M—I1 - 
711 X AX+ mm: 








Lorfque 7 eft un nombre entier politif, cette fuite eft finie, & renferme 
toutes les puiffances fucceflives de la différence À x depuis À x jufqu’à 
à x® inclufivement. Si, par exemple , on fuppofoit 7 —= "3, elle feroit 
3X AX + 3 XAX° HF AXE. | 

Le rapport entre les variables x & y ctant donné par l'équation 
aX + bxy+cy +dx+key +f—0, 
on demandé le rapport entre les différences finies de ces variables , que 
l’on fuppofe croïtre en même temps ? On srouvera que ce rapport eft 
renfermé dans l’équation. 


Bij 











CES TES SE 


Frc.r, pl. A, 
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a(xHax) —ax Hb(xt ax) (y Hay) —bxy +c(y+ay) —cy° 
+ d(x+Aax) — dx +e(y+Ay) —ey —0, 
qu'on réduira facilement à 
(2 ax + by + d)Ax + (bx + 2 cy He) Ay + ax? + baxAy + ca —0. 
2. Soit une ligne courbe X MZ , qui ait pour diametre la ligne 4 B, 
& pour une de fes ordonnéés la droite P M; & {oit pris de part & d’autre 
du point P des parties égales P P’, PP", PP", &c, P'P, PP, "PP, 
&c. Cela poié, ayantnomme 4 P, x, PM, y;7,3",3",&c.les ordon- 
nées P° M, P' M", PM", &c. qui répondent aux abcifles x + À x, 
x+iax,x + 3ax, &c.s y, "y, "y, &c les ordonnées ‘P'M, 
CMS TE TMS "SC. qui répondent aux abciflesx—AXx;:x— 2AX, 





x — 3 Ax;, &c. ; fi l'on fuppofe y y AY, on aura aufli 
HE ANT ST VER AR NS AL 
 —y— ay y — "ya "y y — y ay, Bec 

Il faut remarquer que divifer le diametre 4 B en parties égales, e’eft 
fuppofer À x conftant. 

3. IL eft bien clair que Ay —— ay =—A4(y-—-7)—auy;celt cette 
différence de la différence À y qu’on appelle différence feconde de la 
variable y, & que nous défignerons plus fimplement par À°y. Donc 
Ay"--AY —=4"y,ay"—Ay"=aty",8&c.. On verra très aifément 
auffi que A°y — ay == (y — y) —a4 ay; pour défigner cette 
feconde différence de la différence À y , qu’on appelle différence troifieme 
de la variable y , nous écrirons A5 y ; comme nous défignerons celles des 
ordres fupérieurs, & qu'on trouvera de la même maniere , par ty, 
AY; &c. 

Les variables croiffant, & la différence premiere de x étant conftante, 
on demande les différences finies fucceflives de x y ? Nous avons trouvé 
pour la différence premiere ÿyAx +xaAy—+axay. En fubftituant 
dans cette expreflion xHAXAX,yHAYAY; &AY+ AYAAY) 
ON Aura YAX+xAY+3AxXAy+xay+2AxA y; Otant de 
cette quantité la différence premiere y A x + x Ay + axaA7y,1il reftera 
pour la différence feconde 24xAy<4x4A*y<+2aAxay. I faudra 
fubftituer dans cette différence feconde xaxax, Ay+Ayaay, 
À y + A3 y à À*y, pour avoir la différence troifieme 3 À x A°y + x A5y 
+ 3 AxA5y. Il ne fera pas plus difficile de trouver la différence qua- 
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trieme 4AxA5y + x Aty + 44 x a“y; la différence cinquième 
sAxAtyY+xAy +SAxAYy; & ainfi de fuite. 

La différence premiere de x étant toujours conftante, on propofe de 
trouver les différences finies fucceflives de x"? Puifque la différence 
premiere eft 





















































MI Ml M2 Le < : 
mx AX—HM . XP TE AXE HT : x TS AXE EC. ; 
2 3 
on aura pour la différence feconde 
PRE eue Lil ==; R M — I ES À > Era sr 2 ail em)? m — 2 
mm AX(X+AXx Ex )H me ——Ax (x+Ax — X ) 
z < 
Pi] 0 772 12 Farine M == 3 m — 3 
+ 7 0 : AX(XxH+AXx — X ) + &c.; 
2 3 
ou , développant tous ces binomes, 
M—2 [71 mms 9, M3 x 1m NL 3 M4 
I «I—J.X AXŸH-II2 , M — 1. x AXE 11 —1,  —X AXE. ; 
2 3 
M1 m—3 | MT M3 M—4 
mn. ——,.fp—2,X AXI y. .I—2. X Axt— êcc. 
MAT, z z 
M] M2 M—4 
+7. R .M—3.X  AXT + RC, 


2 3 


ou même encore , en faifant toutes les réductions néceflaires , 











MI 


z m— 
I .M—1,X AX° HI , M1, M2, X 


3 Mt M2 M—3 M—4 
AN II —, 7% AX ++ & ce 
2 2 3 





On trouvera de la même maniere pour la différence troifieme 














mi — 


Sr m— 
I «1,112, X A2, 


m—I 4 
.M—2.1M--3 : 3X ACT + EC. 





2Z 
pour la différence quatrieme 











LP n 
MeM—iemM—2im—3.x At Be. s 
& ainfi des autres. Si #2 eft un nombre entier poftif, on aura 





Lis Re ee ae Me Lio MX 
pour la différence de l’ordre #2, & , comme on voit, cette différence 
eft conftante ; c’eft-à-dire que À x étant conftant , & » un nombre en- 
er politif , la différence finie » + 1 de x" eft nulle. 
4. Nous aurions pu faire toute autre hypothefe que de fuppofer À x 
conftant ; comme, par exemple, que les À y, À y/, Ay!, &c. fuflenr égaux 
entre eux , OU, Ce qui revient au même, que Ay füt conftant : alors 
X M Z n'étant point une ligne droite, Ax auroit été variable, ou, ce Ficr, pl. A, 
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qui eft la même chofe ; les portions PP’, P' P", &c. n’euflent point été 
égales entre elles. En effer, fi l’on tire les cordes de deux arcs quelcon- 
ques ”’M"M, "M'M & des paralleles ’M m» , "M m''au diametre 4 B, 
les deux triangles ’Mz"M, "M m''M feront parfaitement égaux , 
puifqu'on a en même temps ”’Mm—"Mm &" Mm—"Mm. Les 
deux cordes feront donc des angles égaux avec les paralleles ””’ M7», 
lMm' 5 ou, ce qui revient au même, elles ne feront qu’une feule & 
même ligne droite. Ainfi la ligne X M Z devra être telle que les cordes 
des arcs confécutifs MM’, M M", &c. ne faflent entre elles qu’une feule 
& même droite ; d’où l’on doit conclure que, dans l’hyporhefe que 
nous examinons ; X MZ fera elle-même une ligne droite qui fe confon- 
dra avec la précédente. On ne pourra donc fuppofer à la fois qu'une 
feule différence finie conftante. Mais foit que l’on fafle varier unifor- 
mément une des variables, foit qu’on ne regarde aucune différence 
comme conftante, on doit arriver de toutes les manieres au même réfultat, 
Pour le démontrer , fuppofons que la courbe X M Z ait pour équa- 


tion y —= x*, & qu'on demande d’arriver de l’ordonnée P M à l'ordon- 
nce P! M! par deux différences confecutives, À caufe de P" M" — y 


+ Ay" & de y —y+Ay, on aura, dans toutes les hypothefes, 
P'M"—= y + 2 à y + 4° y. Maintenant fi l’on prend pour premiere 
hypothefe que P'M divife P P' en deux parties égales, en nommant 
a x chacune de ces parties , on aura Ay == 2x A x + A x°, & parceque 
Axeftconftant, À°y=—= 2 ax"; donc PM = x +gxaxt+aax. 
En prenant pour feconde hypothefe que M P' divife P P' en deux par- 
tes incgales fx & J'x’, on aura À y — 2 x Six + dt, A y = 2 Sr + 
2x tx + 4SxX MN x + dx, & par conféquent PM" — x + 
AX SX + 4 2x M x +4 Sx Mx + Max Les différences 
finies À x & dx font inégales , mais on doit avoir S x + gx’ ou 2 x 
= dx —= 24x; or comme en fubftituant cette valeur de 2 À x dans la 
premiere expreflion de P” M!, on trouve l’autre; il eft clair que des deux 
manieres nous fommes arrivés au même réfultat : il en feroit de même 
de toute autre hypothefe, 

$+ On tirera de la premiere fuite d'équations du n°. 2, —y+4y, 
Y'=ÿ +ay —=y+HiAy+ y, Y"—=y"+ay"=)y +347 
+ 34°y + ay, &c. Donc lordonnée qui répond à x ax eft 
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y+ay; celle qui répond àix+ 2 A x efty+2ay<+a y, où les 
cocfhciens numériques 1 , 2, 1 font les mêmes que dans Ja puiffance 
feconde d’un binome ; celle qui répond à x + 3 Ax eft y + 3 À y + 
3 Ay—+Aiy, où les coefhciens numériques 1 ; 3; 3 ; 1 font les mêmes 
que dans la puiffance troifieme d’un binome ; & ainfi de fuite. Donc, 
en nommant Ÿ l'ordonnée qui répond à x + zAx, on aura 


me À 7 Jii=—ix #Æ —:2 


A Se RS ue AVES 











Y—=7y+nAy—+n. 


71 = ] An NM 
1. É : : Aty + &c. 
4 


2 3 











6. La feconde fuite d'équations du même n° , donne 
vV=Ay+y—=4Ay+Aa"y+"y=Ay+A "y +a"y+"y, &c, 
ou y —=Al'y+ "y + "y + &c); donc une ordonnée quelconque 
P M eft la différence de la fomme de toutes les ordonnées qui précedent. 
On peut énoncer cette propofition en difant qu’une fonction quelconque 
de x eft la différence de la fomme de toutes celles que l’on trouveroit 
en mettant dans la premiere pour x fucceflivement x —4Ax,x—21x, 
x — 3Ax, &c. Or l’efpace M P P’ M peut être confidéré comme une 
certaine fonction de x, dans laquelle fi l’on met pour x fucceflivement 
X—AX,X—2AX,X— 3AXx, &c., on aura les efpaces qui préce- 
dent ,'M'PPM,"M'"P'P'M, "M''P"P"M, &c; donc M P P'M' 
eft la différence de la fomme de tous ces efpaces , ou de tel autre efpace 
qu’on voudra X A P M. 

Pour fixer davantage les idées, fuppofons que X M Z foit une ligne 
droite qui rencontre le diametre au point 4 , de maniere que 4 H =, 








HK—b, & qui par conféquent ait pour équation ay=—=bx; alors 
Ay.Ax bxAx D'A% 

lefpace M.P P!' M {era YAX + — => —— + —— ,Qntrou- 
Z a [14 


A? 
A X 
vera tOUS CEUX qui précedent en mettant dans ! Y.AX Re F7 A # 
2 


Ally A x A'y.Ax 
D PLONUPN A LT 
Z Z 


11 


c. pour ‘y, "y, ‘y, &c.leurs valeurs 





w 
ee 


b | b 
alta): = NEA) RES SA 2 A LC Cr ce qu ui donnera 
&. 


EX ie —( TE —( =) 
— rax — — KXAX — —— XAX——— } , À. 
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A r K , " : b A x° 
On eût trouvé les mèmes chofes, fi l’on eüt mis dans —( xax—— ), 
cl Z 


valeur de MP P'M', pour x fucceflivement x — Ax, x — 2 ax, 
x—— 3 Ax, &c. Il refte à démontrer que ce dernier efpace eft la diffé- 
rence de la fomme de tous ceux qui précedent. Cette fomme eft la fur- 
face du triangle quia 4 P pour bafe, & P M pour hauteur, fi, pour 


fimplifier , on fuppofe les Len perpendiculaires au diametre ; c’eft- 


b x° 
à-dire que cette fomme TN URRE ES , Quantité qui a pour différence 
z 2 a 


X 
(44 ue) 
a 2 


On démontrera de la même maniere que M M' eft la différence de 
tel autre arc qu'on voudra X M ; que la furface décrite par M M’, dans 
la révolution de la figure fur l'axe 4 B, eft la différence de la furface 
décrite pat À M dans la même révolution ; que le folide engendré par 
M P P' M'eft la différence du folide engendré par XH PM, &c; & 
toutes les propofitions énoncées par notre Auteur dans fa feconde défini- 
tion , pourvu que par le mot différence on n’entende que différence finie. 

7. Le Calcul différentiel eft la méthode pour trouver ce que devien- 
nent les rapports entre les différences finies des quantités variables , lorf- 
qu'on fuppofe que ces différences deviennent nulles. 

Il y a dans la Géométrie élémentaire un très grand nombre de pro- 
pofitions dont la démonftration dépend de trouver ce que deviennent 
les rapports entre certaines quantités, lorfqu’on fuppofe que ces quan- 
cités deviennent nulles. Nous ne citerons que la fuivante. 

Soit infcrit dans le cercle 4 M B N un poligone réoulier dont M N eft 
un des côtés, & foit mené le rayon C B perpendiculaire à MN. Plus le 
nombre des côtés du polygone fera grand , plus le rapport de fon contour 
au rayon approchera du rapport de la circonférence du cercle au rayon. 
En nommant z le nombre des côtés du polygone, & + le rapport de Ia 


sois: 7.MN . 
circonférence du cercle au rayon, on aura rs qui approchera d’au- 


tant plus d'être égal à +, que 2 P fera moindre. Mais on a pour la fur- 


. MN CB à 
face du polygone - AD (CB —— BP), qui approchera d’autant 
z 
plus d’être égale à la furface En cercle, que BP fera moindre. On 


[TOUvVEra 
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trouvera donc la furface du cercle: en faifant B P nul dans l’expreflion 


FES n.MN é 
précédente ; 8 comme alors Poe fera — y, on‘en tirera que la 


+ & . C B° À : - : 
furface du cercle eftégaleà——— , ou au produit fait de la circonfé- 
z 


rence par la moitié du rayon, 


. dy - J 
8. On eft convenu de fe fervir de pour défigner ce que devient 
7 
A ex 
= lorfque chacune de ces différences dévient nulle; & on appelle 
X 


7 é À d 
différentielles du premier ordre les termes Zy, dx du rapport 2. Cher- 


‘cher ce rapport , C’eft ce qu'on appelle différentier ; & on a donné lenom 
d'équation différentielle à l'équation qui réfulte-de la différentiarion. 


. m 

SV Oh a (n°7) 
a M 1 M == TI mm —— 2 
mn + M. ——— X A x + &C; 
A x 2 
&:, faifant À x nul-dans le fecond membre , 
d m—I m — 1 
DE UAN s OU dY—=MX dx. 

L:,, 


L'analyfe des znfiniment petits a conduit au même réfultat; aufli n’avons- 
nous d’autre but que de faire voir qu'il eft poflible de fonder toute la 
Géométrie tranfcendante fur des principes’inconteftables. 


re PTE NN GURE AY à 
9. En faifantxy = 7, on auta = y x à J- Mais lorf- 


1. AT : AY 

que les différences À x & À y deviendront nulles, les rapports RER 
sdigi4Edy dZ d'y 

3 C7 7 4oNC 11 == — —= X ——, 

feront changés en ceux RTS Pre —— = 


ce qu’on peut énoncer ainfi : la différentielle de:x y. eft égale ày d x + 
x d'y. Cette formule fuffira pour trouver la différentielle d’une fonétion 
quelconque, fans chercher d’abord la différence finie de cette fonétion. 
On en tirera aifément que la différentielle de x* == 2 x dx; & fai- 
fantx®— y, que celle de x3=— xdx + 2x dx 3x" 4x5 que celle 
de xt=—= 4x5 dx; car, faifant x—y,on a ydx+x dy dx 
+ 3xidx — axidx; & , continuant toujours de la même maniere, 


C 








Cat 
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que la différentielle de x” , #2 érant un nombre entier pofitif , eft égale à 


M I . . " — ]n ° . — 
mi x dx. Pour trouver la différentielle de x , je fais x y, 


d'où je tire 1 —x"7y,&, différentiant cette équation , o—x" dy + 
M =— 1 — [1] — 1] . 
m y X dx; donc 4ÿ —=—m x dx. Soit encore propofé 
Em 


de trouver la différentielle de x ? , m2 & n étant des nombres entiers 
TE m ; | 
à , , ° ar m it . 
pofitifs ; on fera x * — y, d’où l’on tirera x — y , &, diffé- 


Em— 1 


. 1 o n — I] 
rentiant cette équation ;, E 72 x dx=—n}y dy ; donc dy — 


+ m 


mt n 


a Li Lu . . 
— x . En raffemblant tous ces cas particuliers ; on verra qu'il eft 


> A 


démontré de cette autre maniere que la différentielle de x", 77 étant tel 


nombre qu'on voudra , eft évale à 7 x dx. 

Maintenant voici une fubftitution qui pourra beaucoup faciliter la 
recherche des différentielles les plus compliquées. Nous en ferons ufage 
pour trouver celles dont notre Auteur s'eft occupé dans les exemples 
qui fuivent la quatrieme regle. 








Si l’on fait Wxy +y° — z, on aura + y + y — x, & dific- 
rentiant de part & d'autre , x dy Æydx+27ydy—217d7; donc 




















dy+ydx+syd < PRE DEL 
dy =" Ÿ EURE DUB On fera de mème Vax —-— XX = ZX» & 
2 %Y 
on aura ax += ;adx +ixdx—=33"d7; d'où il fera facile 
. dx+2ixdx 
de tirer dx; =" —, 


3/ax+x 
Etant donnée la différentielle de Wata x y, on demande celle de 











Vax tr + Vas + axy"? 1 faudra faire cette quantité = %, & 
ON aura a x + x? + Va+axÿ — 7°; d'où l'on tirera , en diffé- 
rentiant de part & d’autre,adx+2xdx+d Vat+axÿ — 24 47 ; 
& parcequ’il fera facile de trouver: que la différentielle de ÿ/4* + 4 x ÿ* 
ne tsaydy 


———————, où ne tardera pas à S'aflurer que celle de la 
2 / at +axy* 











DES INFINIMENTAPE ITS. Z. Part. 19 


. : d d 
fonction propofée ou d% = aa %."112.X24 X 




















ay dx +2raxydy 
aVat+axy Vax+e +V at+axy 









































RÉ RLETT Las S 
= ti on au VAR À = Vxy + y & 
VE LYS, 
dYax+x Ver y NS pr a mas nous ve- 
adx +2 xd 
nons de trouver d Wax + — "7 = ,AVXY+Y Me 
3V ax + x! 
d d d 
JR EEE RENE : donc; en dégageant LE dans l'équation précé- 
NES 


dente où l’on fera d’abord les fubftitutions que nous venons d’indi- 
quer , on trouvera que la différentielle demande eft 




















adx+ixdx (xdy+ydx+Friydy)Vax+x 
3Vxy + y Vax+ x : 2(xy+Y) Vaxy + Y 


d° Y d° X d’ au d? a” x 
“dxr 4 x? ) d x3? FE 
A° A x A A x x 
ju ce que deviennent —— : mr 
Ax'°A A À x ASS 


de ces différences devient nulle : & on appelle différentielles du fecond 


10. ee eft convenu de-fe fervir de — D &c, pour 


-; &c, lorfque chacune 


d'y d'x 
ordre, les termes d°y, d°x, dx° des rapports — mé ; différentielles 


d-x*° 
d3 dx 
du troifieme ordre, les termes 4° # PE x; dx3 des rapports rl RTS 
23 


&c ainfi des autres. 

On fuppofe que x varie uniformément , & l’on demande les différen- 
uielles fuccefives de x y — 7%? On fait que la différentielle premiere .eft 
y dx + x dy ; pour trouver les autres, on tirera des formules du 3° n°: 





+= ra 
3 
SE TS Cd à #, &cc, 


C:1) 
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On mettra dans celles-ci, au lieu des rapports entre les différences, les 
rapports entre les différentielles correfpondantes ; ces fubftitutions faites, 
on effacera les termes qui feront encore multipliés par À x, & on aura 


d°7 dy + d°? d'y d> y 

—…. mt —— ee — KO  ——— 

dx* ? FAURE dx? dxi 3 dx” a dx3 ? 
CRÈC a d'y Fa d°z d*y d5 y 

dxt EX d x3 ny dt de ÿ dx = d x TA» ce 


Donc les différentielles de x y du fecond ordre, du troifieme ordre ; EC: 
font | 
2dxdy+xd'y,3 dx d'y+xdy, 
4Adxdy+xdty,s dx dty + xd y,&c. 

On demande dans la mème hypothefe les différentielles fucceflives 
de x" — y ? À caufe de 











A y ss RE: 

= me Tim, x" AxH&c;, 

A x 2 

«y! ——  m—:2 RS JE Va 

TE Meme LR 0 mm —I em —2.x A X—+- &C. 
a y 230, m—3 —1 ee Med 
Re MI M2. X mn eM—2.1—3.3X  AXH EC. 


&c. ; on aura pour les delle rs 








mM—1 A mers M—2 | M 
41 X dx,;m.Mm—1,.Xx dX; M. Mm—1 m2. X dx3, &c. 
1 5. Mais comment reprefenter ce que deviennent les rapports 


dY 60 
Se STE : . 
> — ; &c, lorfque les différences finies À x & A y deviennent 
x 





A x 
nulles ? Cette queftion mérite la plus grande attention. Dans l'exemple 














dy M —1 d°'y ————  m—2 d'y 
nee 
récédent -* — he in 99 712 TT ms 
P FE I X ue IN ; 12 Fax TEE m2 
M— 1.7 —2.X , &c ; donc 
d 
Tia M2 Im —3 
Mise —— 
Re | 


De 





Éd Ex 





M M 
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4 
A2 EUR ut 
Mia I TA 
AR MTS . 7 « 77L Z M3 X 772. IT2=—— ] e IL « M3 © 
Mon 4 Mens 
x A X — &cc. 
2z 
&cc; & par conféquent lorfque À x devient nul, ces rapports deviennent 
RCE red > M— 3 m—4 
IL e im] , X > Tell], ML, X MX ML ge X L] 
d'y) d'y d' 
&c. Or comme ce font là les valeurs de 7,7, 7, &c ; il eft 


dx? dx'° dx*° 
- : , ’ RASE - , d'y 
néceflaire d’en conclure que, x étant fuppofé varier uniformément Var 
. x À 





LE 
2 TA. ‘ At y d x 
peut égalementrepréfenterceque deviennent les rapports = & —, 


. d'y , } 

lorfque À x & À y deviennent nuls; que Ta Peut également repréfen- 
d? y 
TES 


Ax 


; lorfque À x & À y de- 





A! 
ter ce que deviennent les rapports —. & 
x 


viennent nuls; & ainfi de fuite. 

12. La méthode inverfe du calcul différentiel eft appellée le calcul 
intégral. Pour défigner l'intégrale d’une différentielle propofée , on eft 
convenu de mettre devant cette différentielle le figne f'; de maniere que 
J d X défigne l'intégrale de 4 X ou X';f (a+ x)" d x l'intégrale de 


(a+ x)" dx ; & ainfi des autres. 
ST D) L ; 
L’intécrale de x" dx eft ETS , ce dont on peut s’aflurer en diffé- 
LL I 


rentiant cette derniere quantité. Il y a cependant un cas qu'il faut EXCEp* : 
. . a. ( d Le 
ter ; c’eft celui de 3m — — 1, où la différentielle propofée eft — ; 
* 


nous aurons occafion d’en parler dans les notes de la fection fuivante. 
En attendant, nous remarquerons que 4 X n'étant pas plutôt la différen- 
tielle de X que celle de X augmenté ou diminué d’une quantité conf- 
tante ; 1l eft néceffaire d’ajouter en intégrant des conftantes arbitraires 


pour avoir des intégrales complettes. Ainfi , hors le cas dem — — 1, 
P + 1 

l'intégrale complette de x° 7 x eft RER + C; dans laquelle fi Pon fait 
m+1 
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C égal à zéro, ou à l'infini, ou à un nombre déterminé quelconque , on 
aura ce qu'on appelle une intécrale particuliere de la différentielle 
propofée. 

Pour mieux faire fentir la néceflité d'ajouter cette conftante arbi- 
traire; foit propofc d'intégrer completementla différentielle (a+ x)" dx, 
On peut le faire de deux manieres. En développant le binome, il vient 


| »° ! : x ù 
a dx + 2axdx+ x dx; dont l'intégrale eftax+ax+— , je 
3 


n’ajoute point de conftante arbitraire. Autrement, je faisa+x— 7, 
d’où je tire dx == dy & (a+x) dx — y dy, dont l'intégrale eft 





3 a 3 Der Ù ;. x . 
Ye sOÙU— + ax + ax + —, Je n'ajoute point encore de conftante 
3 3 


Sin, £ : a ? 3 
arbitraire. Ces deux réfultats different de la quantité conftante —; mais 
| 3 


il eft vifible qu'ils ne font l’un & l'autre que des intéorales particulieres 


À x © ; RE | 
comprifés dans x + ax+ — + C quieft l'intégrale complete de 
3 


la différentielle propofce. 

1 3. Je pañle aux différentielles des ordres fupérieurs, & je fuppofe que 
x varie uniformément. En différentiant deux fois X + ax HE b, où 
a & b font des quantités conftantes, on trouve d’abord 4X+-a dx; & 
enfuite d° X. Donc Flintégrale complette de l’ordre: immédiatement 
inférieur , ou l'intégrale premiere complette, d'une différentielle du 
fecond ordre, doit renfermer une conftante arbitraire ; l'intégrale 
feconde complette en doit renfermér. deux, tellèment difpofées entre 
elles, qu'on ne puifle:les faire difparoïître que par deux différentiations. 
Endifférentiant trois fois. X + ax + bx + c, on a 1°. dKX + 
2axdx+bdx,2°.d*' X+2ad x", 3°. d5 X. D'ou il fuit que Pin- 
tégrale premiere complette d’une différentielle du troifieme ordre, doit 
renfermer uné conftante arbitraire ; que l'intégrale feconde complette en 
doit renfermer deux, & la derniere trois. En général Pintégrale 7 com- 
plete d’une différentielle quelconque , doit renfermer z conftante arbi- 
taire , tellement difpofées entre elles , qu’on ne:puiffe les faire difparof- 
tre que par un, nombre z de différentiations. 

On propofe de trouver les intégrales fucceflives de 7° Æ, On à pour la 
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h n — I A 1] . . . . 
premiere d X—+adx (1l eft clair que la conftante arbitraire 


n = ] . ñ ° 
ad x doit ètre une différentielle du in 


la feconde d'_"X + axdx "+ bdx —”*; pour la troifieme 


n 


grale finie complette 


Jare BR 2 de b x 


L 0,2 078 10110 17 == I 1.2.3... 7 


ou plus fimplement 


> AREAS x + b x 
puifque les conftantes a, b....h,z ont 


n— 2 


n —2 


_— 


CA 


Ne Foi DS 








= 
LE 

Cas] 

_ 


” 


CO QT o 


ème ordre que d  X);pour 
dE — PROTECTEUR '; enfin pour l’inté- 


+ sax Hz, 


—— 4 


À soc HAX HI, 


arbitraires. 


L 


CL 
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SE GRE RON PEL" 


U/fage du calcul des différences pour trouver les 


T'angentes de toutes fortes de lignes courbes. 
DÉFINITION. 


S 1 l’on prolonge un des petits côtés M » du poligone qui 
compofe * une ligne courbe ; ce petit côté, ainfi prolongé, 
fera appellé la Z'angente de la courbe au point M ou . 


PROPOSITION I. 


Problème. 


9. Soit une ligne courbe A M telle que la relation de la 
coupée À P a appliquée P M , fort exprimée par une équa- 
on quelconque , &rqu’il faille du point donné M fur certe 


courbe mener la cangente MT. 


Ayant mené l’appliquée A7 P, & fuppofé que la droite 
M T qui rencontre-le diametre au point 7”, foit la tangente 
cherchée; on concevra une autre appliquée #7p infiniment 
proche de la premiere, avec une petite droite MR paral- 
lele à À P. Et en nommant les données 4 P, x; P M, y; 
(donc Pp ou MR=—dx,8&Rm—dy.) les triangles fem- 
blables  R M & M P T donneront R(dy).RM(dax) 


AMP) P PE Or par le moyen de la différence 


de l'équation donnée, on trouvera une valeur de dx en ter- 
mes qui feront tous affectés par dy , laquelle étant multipliée 
par y, & divifée par dy, donnera une valeur de la fous- 
rangente P T'en termes entiérement connus & délivrés 
des différences , laquelle fervira à mener la tangente cher- 
chée M T, 

REMARQUE, 
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REMARQUE. 


10. Lorfque le point Z tombe du côté oppofé au point 4 
origine des x, 1l eft clair que x croiflant, y diminue, & 
qu'il faut changer par conféquent * dans la différence de 
l'équation donnée les fignes de tous les cermes où dy fe 
rencontre : autrement la valeur de dx en d'y féroit négative; 


&c partant aufli celle de P T (=) … I! eft mieux cependant, 


pour ne fe point embarrafler , de prendre toujours la diffé- 
rence de l’équation donnée par les regles que l’on a prefcri- 
ces * fans y rien changer ; car sil arrive à la fin de l’opéra- 
tion que la valeur de ZT {oit poñtive, il s'enfuivra qu'il 
faudra prendre le point 7° du même côté que le point 4 
origine des x, comme l’on a fuppofé en faifant le calcul : 
& au contraire fi elle eft négative, 1l le faudra prendre du 
côté oppofé. Ceci s’éclaircira par les exemples fuivants. 


ExEM?PLE L. 


11. 1°. Si l’on veut que a x — yy exprime la relation de 
À P à PM ; la courbe À Mfera une parabole qui aura pour 


parametre la droite donnée a, & l’on aura, en prenant de 
LE] . U z d 
part & d’autreles différences ,a dx = 2 ydy, & dx =" 
* a 


à 
PE (2) — 122 —, x'en mettant poury7fa valeur ax 


Œ 

D'où il FRE que fi l’on prend P T double de 4 P, & qu'on 
mene la droite M T', elle fera tangente au point M7. Ce qui 
étoit propolé. 

2°, Soit l'équation aa —xy qui exprime la nature de 
l'hyperbole entre les afymptotes.: On aura, en prenant les 
différences, x dy+ydx=o,& partant P 7 CE) = % 
D'où il fuit que fi l’on prend P T — P À du côté oppofé au 
point À, & qu'on mene la droite M 7”, elle fera la tangente 
en "I. 

3°. Soit l'équation générale y” — x qui exprime la nature 
de toutes les paraboles à l'infini lorfque l’expofant 77 mar- 








Frc. S. 
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que un nombre poftif entier ou rompu, & de toutes les 


hyperboles lorfqu'il marque un nombre négatif. On aura, 
en prenant les différences , my": dy—dx, & partant 


y dx 
PT Ce) — ny" — m X En mettant pour y” {a valeur x. 


SIT +, l'équation fera y —axx qui exprime la na- 
ture d’une des paraboles cubiques , & la fous-tangente 
PRIS . SES * & RE À 
PT—==x. Sim——2, l'équation fera a = xyy qui 


exprime la nature de l’une des hyperboles cubiques, & la 
fous-rangente P T' — «2 x. Il en eft ainfi des autres. 

Pour mener dans les paraboles la tangente au point À 
origine des x , il faut chercher quelle doit être la raifon de 
dx à dy en cc point; car il eft vifñble que cette raifon 
étant connue, l’angle que la tangente fait avec l’axe ou le 
diametre , fera aufli déterminé. On a dans cet exemple 
dx.dy::my"T". 1. D'où l’on voit que y étant zéro en À, 
la raifon de dy à dx doit y être infiniment grande lorfque 
m furpañle 1, & infiniment petite lorfqu’elle eft moindre : 
c'eft-à-dire que la tangente en À doit être parallele aux 
appliquées dans le premier cas, & fe confondre avec le dia- 
metre dans je fecond. 


ÉESCHE MERDE. ESS 


12. Soit une ligne courbe 4 MB telle que AP x P B 


ee —— 


(xxa—x) PM(yy) :: AB(a).AD(B). Donc“? — a x 


2aydy 
b 


j . dx 2 4 AX— XX 
d’où l’on tire P 7 =) a 79 | £ en met- 


dy] 7 ‘ab—2bx 21-0r09 


tant pour “7? fa valeurax — xx; & PT— AP ou AT 


a € 





— xx, & en prenant les différences, —adx—2xdx, 











Aa—2Xx 


Suppofant à préfent. que AP % PB Se = co} PM 


(Yÿ)::4B(a).AD(6),on aura D x Xa—x,& en 
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z 


: . «a 4 d ee 
prenant les différences 27 3 xxdxxa—x — 














b 
DRANTE ° ydx sxXa—x 
244% 2 XaXx X X3, d'Or = —_———— — 
Y 3XXXA—X 20 H1X XX 
xXa— x AX—$SXX | 24% 
RE TN ps = TE a En 
34A—3X—2%X 3a— 5x 3a—5$ x 


Et généralement fi l'on veut que. marque l’expofant 


de la puiffance de 4 P, & n celui de la puiffance de PB, 
mn m n ; 


a s o 
On aura =——x xa—x qui eft une équation géné- 


rale pour toutes les ellipfes à l'infini , dont la différence eft 






































IN —-71 ES M1 PES RÉENREFAÉ Re co Dem] m 
———— 5 —*—=mx  dXXa—x—n.a—x  dxxx, 
Mn L'éms EL TS * 
d’ \ 1É ®. ‘ay m 
ou 10h tire(en mettant pour Z fa valeur X XA—X ) 
nee ———— |} , SE 
1 1e) __omæn.x Xd—x | MHI.XXA—X 
dy TT mis n n— 1 m ? 
m x KA x n.1—X XX ‘Te "Mm.U—=X un x 
MHIXAX —XX nax 
OP EE A 
M A = MN XX TL A IN X mn 1 X 


ES MIPMTE AE 


13. Les mêmes chofes érant pofées que dans l'exemple 
précédent, excepté que l’on fuppofe ici que le point B 
tombe de l’autre côté du point À par rapport au point P, 


mn — —- 1 
Y 


À . a x : 5 
on aura l'équation — x"xa+ x qui exprime la 


nature de toutes les hyperboles confidérées par rapport à 
leurs diametres. D'ou l’on tirera comme ci-deflus P T 











St er LÉ 1n1ax 


2 — — 








———— 





matmtn.x Mmakmin,.x 


Maintenant fi l’on fuppofe que 4 P foitinfinimentgrande, 
la tangente 7° M ne rencontrera la courbe qu'à une diftance 
D ij 
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infinie, c'eft-à-dire qu'elle en deviendra l'afymptote CE ; 


= a AC; 











& l’on aura en ce cas À T( 
ma + mn. x 


puifque a étant infiniment moindre que x, le terme ma 
fera nul par rapport à 1 + 7.x. Par La même raifon en ce 


‘, . . M + n mn . 
cas l'équation à la courbe deviendra ay  —bx  . Ainfi 
en faifant pour abréger m7 + 2=—=p, & en extrayant de part 


8 d'autre la racine P; On aura y Va—= xvV6, dont la diffé- 
rence eft dyV a—dxvV b: de forte qu'en menant AE paral- 


lele aux appliquées , & en concevantun petit triangle au point 
où l’afymptrote CÆ rencontre la courbe, on formera cette 


proportion 4x. dy,ou Va VB::A RÉ a). AE —°Vba Fe 


Or les valeurs de C À & de À FE étant ainfi déterminées, 
on menera la droite indéfinie C Æ qui fera l'afymptore 
chérchée.:: 

Sim—18&n=— 1, la courbe fera l’hyperbole ordinaire, 


& on aura AC—=a,& AE —©Vab, c'eftà-dire à la 
moitié du diametre conjugué , ce que l’on fait d’ailleurs étre 
conforme à.la vérité. 


EXEMPLE LV: 


» 14. Soit l'équation y: — x —axy(AP—=x, QUE 
a eft une ligne droite donnée ) & que cette équation 
exprime la nature de la courbe AM, fa différence fera 





er rer SA sET Rs 3ÿ° — axy 
3yydy — 3xxdx = axdy + aydx. Donc = es 
d — —214aXx 
ÊC A Le se 2 — x) —— Naim CT M RUE Rousses ds en Mmet- 
3XX+a7y 3XX+ay 


tant poûr 3 y} — 3 x1 fa valeur 3 ax 


Maintenant fi l’on fappofe que’ 4 P & PM foient cha- 
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cune infiniment grande, la tangente 7°M deviendra la- 


fymptote CE, & les droites 47°, AS deviendront 4C, 
A E qui déterminent la poñtion de l’afymptote. Or AT, 


. axYy RANCE Le 5 | 0e A, 3 2220 
que j'appelle z PATES ON tire y = — = 


lorfque AT devient 4 C, parcequ'’alors a eft nulle par 
rapport à a x. Mettant donc cette valeur _ à la place de y 


dans ÿ— x axy, on aura 27 0x — mx 3arxx, 
d’où l’on tire (en effaçant le terme 3 aîzx x, parceque x étant 
infinie, il eft nul par rapport aux deux autres 27 5 x! & ax) 


AC(:) — a. De même 4 S * (y ) que j'appelle 


__. axy »_\ 1 S£ CRD NE ESP AS LE DURS CO 4 
s—=—— doulontrex= ia parceque y 
étant infinie par rapport à s , le terme as fera nul par rap- 
port au terme ay; & en mettant cette valeur dans l’'équa- 


F | I k s à 
tion à la courbe, on trouvera 4 E (5) — — 4. D'où il fuit 


que fi l’on prend les lignes 4 C, À EF égales chacune à F a, 
&z qu'on mene la droite indéfinie CE", elle fera l'afymptote 


de la courbe 4 W. 
On fe réglera fur ces deux derniers exemples pour trouver 
les afymprotes des autres lignes courbes. 


NO: TE I 


1. Sur l'axe À PQ je décris la courbe 4Z, & j'abaifle les deux 
ordonnées perpendiculaires MP, NO; je tire une corde NM que je 
prolonge jufqu’à ce qu’elle rencontre la ligne des abcifles, une tangente 
MT &une perpendiculaire MOà Q N.Selon quela courbe eft concaveou 
convexe vers 4 P, le rapport de P T à M P ; eft plus ou moins grand que 
celui de PS à MP, qui, à caufe des triangles femblables MPS,NOM, 
eft égal au rapport de O Ma NO. Maïs plus N fera proche de M, plus 
S fera proche de T, & moins ces deux rapports différeront ; ils ne feront 
qu'une feule & même chofe lorfaue le point N tombera {ur le point M 





* Note 2 ; 
n'irs 


Fre. 3,pl, À. 
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Et comme le rapport de O M à NO ef le rapport-entre les différences 
finies des co-ordonnées 4P (x), MP(y); 1 eft clair que pour 
trouver le rapport entre la fous-tangente & l’ordonnée ; il faut.chercher 


s A = 
ce que devient — lorfque ces différences deviennent nulles. On 
a y 


d d 

AUTA IOONE PL y _. AY & , à caufe de PT 
Ne RER AENE UF Pay 

NAT (UE x )::PM(y): 48, AB=y—x _ 


On démontrera de la même maniere que le rapport de MT à M P ef 
égal à ce que devient celui de la corde M Na NO lorfque les différences 
a x & À y deviennent nulles. Mais alors ce dernier rapport fe confond 
avec celui de l'arc MN à NO: ainf, en nommant l'arc 4 M, 5, & 


ds < AS isa 
7, © que devient le rapport ES lorfque les différences À x & A7 de- 


, "12 0 à ds 
viennent nulles , on aura = — + Donc, à caufe de MT —= 
nd À 





menant) 


Don yd Eat dr) on auta ds d'x° +, dy". 
} 





Je tire la normale M K, & le triangle TMK, rectangle en M, 


donné TPEP MES PMPR—=yE ; donc KM= y <# Her. 


Si l’on prend le rayon des tables pour l'unité, le triangle T P M rectangle 


d 
en P donnera TM:MP:t1: fin T—< & TM:PT::1: fr. 


d 
FMPIEE On aura encore T P: PM:S1:han8.T =°"?, M P : 
$S 


Piles: parano == * Dans le triangle rectangle X PM, 
Y 


KM:PMi:1:fin MK A=&KMiKP;:t 005. MK A 


dy 

ms FES 
2, Soit la courbe À Z un arc de cercle dont le rayon foit 7, on aura 
KM=KA—= 7, KP —= css, MT — 1an8.5; Y—În.s, 


sh 
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yds 
ÿ 


ds, fin. s. rJfin,s : ds, finis dan. 

LAND SE — pme Te ee à ae d’où 1l 
d'fin,. s. “ cofiss !? = d'éofrs k 
ds cof.s ds, fin. s 

HR a GO Se PROPOr 


d 
RU 5 de- 
d x 





x —r — cos, s ; & les deux formules M T — 





viendront 











fera facile de tirer d in. s — 


fitions qu’on a coutume d’énoncer ainfi : 

La différentielle du finus d’un arc quelconque eft égale à la différen- 
tielle de l’arc multipliée par fon cofinus & divifée par le rayon; la diffé- 
rentielle du cofinus d’un arc quelconque eft égale à la différentielle de 
l'arc, prife négativement, multipliée par le finus, & divifée par le 
rayon. Réciproquement , la différentielle d’un arc-eft égale à la diffé- 
rentielle de fon finus mulupliée par lé rayon & divifée par le cofinus, 
ou à la différentielle de fon cofinus , prife négativement , multipliée par 
le rayon &c divifée par le finus. Il fuit des deux dernieres propofitions , 


. ri d y 
que le rayon étant pris pour l'unité, Tee eft la différentielle de l'arc 
I— y | 
qui a pour finus y , ou la différentielle, prife négativement ; d’un arc 
Qui a pour cofinus y. 
Pour trouver la différentielle de la tangente de Farc s, 1l faut fe rap- 


“d's fin, s 
peller que sang. s . cof.s—=r fin. s ; donccof. s d'tang.s — trans.s f 





= — 


ds (fin. s° + cofes?) ds 

cof. s° Bjünn cof st 
Donc la différentielle de,la tangente d’un arc quelconque eft égale à la 
différentielle de Parc multiplie par le quarré du rayon, & divifée par 
le quarré du cofinus. On démontrera de la mème maniere que la diffé: 
rentielle de Ja co-tangente d’un arc guelconque eft égale à la dif- 
férentielle de l'arc , prife négativement, multipliée par le quarré du 
rayon, &-divifée par, le quarrésdu finus. Réciproquement!, la différen- 
tielle d’un arc eft égale à la différentielle de fa tangente multipliée par le 
quarré durayon , & divifée par le quarré de la fecante , ou à [a différen- 
tiellesde la co-rangenñte ; prife négativement; multipliée par-le fquarré 
du rayon, & divifée par le quarré de la co-fécante. Il fuit des deux der- 


— ds cof.s, & par conféquent d'iang, s — 











à A + ASE dt 
nieres propofitions , que, le rayon. étant pris pour l'unité, FCR eft la 
; | 


ITU 

: 

| 

f 
L } 
| : 
Wet DU 
In 
HUE 
è | 
NE ON | 

: 
i! : 
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différentielle de l'arc qui a pour tangente s, ou la différentielle, prife 

négativement , de l’arc qui a pour Co-tangente £. 
Au lieu des co-ordonnées x*&y, fi l’on introduit un rayon. vec- 
teur MP ( fig. 3.) ; & l'angle M F À qu'il fait avec l'axe des 
Frc.3, pl A. abciffes 5 en nommant # 4,a, M VW, u, & l'angle M VA4,1; 
le triangle rectangle M P V donnera , en prenant toujours le rayon 
des tables pour lunité, y=—= 2 fin.t,x — à — y cof. r. Donc, 
à caufe de dy —= du fin. t. + u dr cof. rt, dx — — du cof.t 


+ u dt fer. £, On trOUVEra d $s — V 4 dy Vend. Nous 
ne croyons pas néceflaire de mettre un plus grand nombre de formules. 

3. Les Géometres ont imaginé une: courbe, qu’ils ont nommée lo- 
garithmique , dont la propriété principale eft que les abcifles 4 P, 4 P', 
&c. étant en progreflion arithmétique, les ordonnées ? M, P'M', &c. 
{ont en prosreflion géométrique ; c’eft-à-dire que chaque ordonnée à 
pour logarithme l’abaiffe correfpondante. D’après cette définition, fi 
nous nommons y, y’, y”, &c. les ordonnées qui répondent aux abifles 
LIXHAX,XH2AX, &C., nous aurons == y :.y°: y" : &c., & y —— 
Y:YT— y': &c.::y:7y:8&c. En général, foient y & 7 deux ordon- 
nées de cette courbe, x & z les abciffes icorrefpondantes , y’ & z’ ce 
que deviennent les ordonnées lorfque les abcifles deviennent x Er q & 

. 4—g;onauray —y:3 —7%::y:7; ceft-à-dire que quelle que foit 
la différence de l’abcifle ; pourvu qu’on regarde cette différence comme 
une quantité conftante, la raifon entre les différences de deux ordonnées 


. Pa\ A 
fera celle de ces ordonnées mêmes. On tire de là que re — ES ÉEENON 
a% a 


- YAX.  :7Ax ; ‘ RS : 
bien que —— 4 ON comme cette équation doit être vraie, quel 
AY ? 
que foit À x, elle le fera encore lorfque.cette différence deviendra nulle; 
: ydx :zdx lys ae 
on en tirera donc 22° == ?* , ou, c& qui eft précifément la même 
dy dy 

chofe , que dans toute logarithmique les fous-tangentes font égales entre 
; x d x 

elles. Donc toute logarithmique à pour équätion 2 =" —— ‘conftante. 
D d y 


E 


Dans le calcul différentiel & le calcul intégral on fait cette conftante — 1; 
c’eft pourquoi ce figne /og.'mis devant uné quantité, indiquera toujours 
; dans 


| 
1 
} 
4 |} 
4 
\| 
1 
Uri 
il 
\f 


a M dd mr tt in — à tr gm 
ee ma Re ee 
— = ue 


7 
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dans la fuite le logarithme de cette quantité, calculé d’après la fuppofition 
de la fous-tangente de la logarithmique prife pour l'unité. 

4. Il fuit de ce qui précede que la différentielle du logarithme , où la 
différentielle logarithmique d’une quantité quelconque, eft égale à la 
différentielle de cette quantité divifée par la quantité mème. Ainfi la 


hs £ d x TERRE $ 
différentielle de Zog. x — — ; voici d’autres exemples plus compliqués. 
X 


La différentielle logarithmique de x + Va + x* eft égale à 














AR nee es do Dee 
z z x + — 

SR RE ar et = —"—, Pour trouver celle de 7 TE, 

x HV à + x° Va + x° Vi+x—Vi—x 


je remarque que le logarithme de cette quantité devient 


log. { V'i+x —— Vi) — log. ( V'itx —— Vi—x), 
qui a pour différentielle 





d x d x d x ca d x 
UE Re 2V/1HXx 21—x di(Vi—x—V1+x) 








a 


Vie EVE Ve Ver x NV NE Ex Vi) 
de (ia Vi da) VV )) 


he emenes ee ———_— FR aa ee 


2V/1—X (VIH x ee VI x) cn aix (Vi+x+Vix ) CREVER ) 


x/ 1 —x* 














On demande la différentielle de { log. x" )", rm & n étant des nom- 
bres quelconques. Cette quantité devient ( 72 log. x }", & celle-ci a pour 


, . mndx n—I mndx M\N — 
différentielle ———— ( 77 Log. x) — —— (/log.x ) 
x x 


I … 
. Soiten- 


core propofé de trouver la différentielle de log. log. x. On fera 





; ; dx : 
log.x —= 4, d'où l’on tirera — == du, Mais log. log. x —= log. u; 
m1 
| du d x 
donc d log. log. x=— —= — : 
u x log. x 


5. On a donné le nom d’exponentielles aux quantités élevées à une 


puiffance dont l’expofant eft variable; celles font 2° , y”; & celles-ci 


15 
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X X ° « 
a ,; Y ; &c. qu'on appelle quantités exponentielles du fecond desré, 


parceque les expofants font eux-mêmes des exponentielles du premier 
deoré, comme on appelle exponentielles du degré 2, celles dont les 
expofants font des exponentielles du degré PS 


VE. : x 
On demande de trouver la différentielle de z , où a eft conftant & x 


. . X 
une variable quelconque. Soit a — y; on transformera cette équa- 


“HR pHTMNE SON 
tion en celle-ci x log. a — Log. y , d’où l’on tirera Tete log. a & 


Y 


dy—=à@ dx log. a. Si l’on demandoit la différentielle de y”, on feroit 
xdy d7. 





X + . 
y —=%, d'où l’on tireroit x log. y — Log. 7, & d x log. y + 
il eft clair qu'on auroit pour la différentielle demandée 


x d 
Y (ax bg.y +). 
Y 


# 


Il ne fera pas beaucoup plus difficile de trouver celle de Y 5 Car, éfr 
fuppofant cette quantité = %, on aura z log. YŸ — log. 7, & du log. Y 
x dY : x x d'y 
+ u d log. y —=—4 Mais dlog.y —= 7 (d x 10g.y + 2) : donc 
À y 
x x d - 
?—=Y (ax log, y + y (udxlog y+ux —)) ; & ainfi de tou- 
tes celles qu’on pourra propofer. 


6. Nous avons vu que eft la différentielle de l'arc qui a pour 





nd: 28 
finus x, & pour rayon l'unité ; mais cette différentielle eft encore celle de 


I 








log. (x — 1 + y 1—x*), comme il fera facile de s’en aflu- 


— ] 


rerendifférentiant ; donc, le rayon étant pris pour l'unité, fi l’on nomme s 


larcdontxeftlefinus,onaurasW— 1 — /0g. (x W—1 Vi — x Je 
On tire de là, en prenant e pour le nombre dont le logarithme eft l'unité, 


NES — a SVT 
e — xWÿ— Ii + Yi x? ; & par conféquent e —2XW/ I 


SY=t SVT 
€ À (- 











SVEES ù 
e == 1. Donc x ou fé. s — 











> Vi— x" ou cof. s 


Z — 
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re rt > PM 





S Ÿ [ER I 
no cn OI auLe = cf S HV x frise 
y — 
€ = cof.s—V — 1. fôn. s. Ces formules font infiniment com- 


modes pour transformer des quantités qui contiennent des imaginaires 
en d’autres qui foient réelles ; en général fi les quantités qui contiennent 
des imaginaires font des arcs de cercle, celles dans lefquelles on peut 
les transformer font des logarithmes, & réciproquement. 
7. Il nous refte à éclaircir la théorie des afymptotes, qui elle-même 
eft fondée fur celle de l'infini. Soit pour cela deux droites paralleles 
A B & CD, une oblique X M & une perpendiculaire X P à CD. Frc. 4,pl. À: 
Plus le point M s’éloignera du point P, plus la droite X M approchera de 
fe confondre avec la droite X B , fans pouvoir jamais y parvenir, quoi- 


: : , cof. M 
que P M foit fufceptible d'augmentation fans fin. Mais P M — Ge M° 
fi l’on fait PK —=1 : or comme XÀ M ne parviendra à fe confondre 


avec À B que lorfque langle M fera nûl, & qu'alors /7. M—0, 
. F I tte 
cof. M—1 , il eft clair que — eft la limite dont P M, en augmentant 
O 


fans fin , approchera toujours fans pouvoir y atteindre ; de même que o 
eft la limite dont les rapports qui diminuent peuvent approcher conti- 
nuellement fans jamais fe confondre avec elle. 

Lorfqu’une branche de courbe qui s'étend à infini, a une afymptote, Re 
elle s’en approche fans cefle, fans pouVoir latteindre. Si à un des points 


du cours infini, nous menons une tangente M T qui rencontre la ligne 
des abciffes , on verra que plus labcifle augmentera, plus la tangente 
correfpondante approchera de fe confondre avec l’afymptote. Ainfi, 
pour trouver le point C, où l’afymptote d’une ligne courbe rencontre la 
ligne des abcifles, 1l faudta faire x == < dans la valeur de 4 T. Dans 
l'exemple III, où 4 T — 


14 X 1 4 
——— , on:trouvera, 4 C == ; 
makm+kn.x mra 


Dans l'exemple IV, où 4 T — 








a X 


eu —, comme par la nature de la 
3x ay 


courbe , x & y augmentent en même temps, il faudra faire ces co-ordon- 





, . (44 
nées chacune égale à =, ce qui donnera 4C—— 


Ei) 
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PROPOSITION :IT 
Problème. 


15. S: l’on fuppofe dans la propofition précédente que les 
coupées AP foient des portions d’une ligne courbe dont on 
Jache mener les tangentes PT, 6 qu ”;] faille du point donné 
M fur la courbe AM mener fe tangente MT. 

Ayant mené lappliquée M P aveclatangente P T', & fup- 
pofé que la droite MT qui la rencontre en 7, foit la tan- 
gente cherchée ; on imaginera une autre appliquée me p in- 
finiment proche de la premiere, & une petite droite MR 
parallele à P T°: & en nommant les données APS. 
PM, 7y;on aura comme auparavant Ppou MR= dx, Rm 
— d'y, & les triangles femblables 7 RM & MPT donne- 


rontmR(dy). RM(d x)::MP(y). PT=LE On 


achevera enfuite le refte par le moyen de l'équation qui ex- 
prime la relation des coupées 4P (x) aux appliquées P M 
(y), comme l’on a vu dans les exemples qui précedent , & 
comme l’on verra encore dans ceux qui fuivent. 


Ayant tiré les deux ordonnées M Q ; m q, j'imagine un arc MR fem- 
blable & parallele à Pp, & qui fera par conféquent la différence finie de 
A P. Puis je remarque que plus le point 2 fera proche du point M, plus 
le rapport de 2 R (Ay)à R M(a x) approchera de celui de MPàPT,; 
d’où 1l fuit qu'on aura néceflairement dy: dx ::y:PT. 


EXEMPLE JL 


16, Soit 7 — #V22+9YY, dont la différence eft 


a 
PAP DIRE EEE DRM ENTRE x y dy 
LT a aVaa+yy 
duifant cette égalité à une proportion dy.dx(MP.PT) 


: On aura en ré 





RER 2 RAY Éy 


xx ‘xx ———, Ec partant le rap- 
| aVaa+yy 
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port de la donnée M P à la fous-tangente cherchée PT, 
fera exprimé en termes entiérement connus & délivrés des 
différences. Ce qui étoit propofé. 


ExzEmMpPLzE Il. 


: d 
17. Soit x =, dont la différence eft dx — “:onaura 


PT 172) = — x, Si lon fuppofe que la ligne courbe 
À P B foit un demi-cercle , & que les appliquées MP 
étant prolongées en Q, foient perpendiculaires fur le dia. 
metre 4 B; la courbe 4 MC fera une demi-roulette , ou 
cycloïde : fimple lorfque 4 = a, allongée lorfqu’elle eft plus 
grande, & accourcie lorfqu’elle eft moindre. 


On imagine que le demi-cercle 4 P B, dont le diametre ZB eft 
perpendiculaire fur B C, roule fur certe droite BC, jufqu’à ce que le 
point À foit parvenu en C; dans cemouvement le point À décrira une 
portion de courbe 4 M C,. qu’on appelle demi-cycloïde, On peut con- 
cevoir que le point 4 décrit uniformément un arc de la demi-circonfé- 
rence 4 P B,, tandis que le point. B parcourt une, portion de la droite 
B C ; or'fi pour exprimer le rapport de ces deux mouvements uniformes, 
onécritx:y::4a:b,onaurax}>y,& la cycloïde accource, fia}>; 
x <y, & la cycloïde allongée, fi a << B; lorfque a =—= p, la cycloïde eft 
fimple. 


COROLEAITRE; 


18. Si la roulette étant fimple, l'on mene la corde AP ; 
je dis qu’elle fera parallele à la tangente MT. Car le triangle 
M P T'étantalorsifofcele, l'angle externe Z° PQ fera double 
de l’interne oppofé T M Q. Or l'angle 4 P © eft égal à l'angle 
APT, puifque l’un & l’autre à pour mefure la moitié de Parc 
A P ; 8 partant il-eft la moitié de l'angle TP Q. Les angles 
TMOQ, APQ feront donc égaux entre eux ; & par confé- 
quent les lignes MT, À P feront paralleles. 
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PrRrorosiTionN IIl. 
Problème. 


19. Soirune ligne courbe quelconque À P qui ait pour dia- 
metre la dre KN AQ , & dont l’on fache mener les tangen- 
esPK; fort de plus uneaurre courbe À M celle que menant com- 
me on voudra, l’appliquée MQ qui coupe la premiere courbe 
au point, A relation de Parc AP à Pappliquée M Q Jortex- 
primée par une équation quelconque. Il faut d’un point donné 


M mener la tangente MN. 


Ayant nommé lesconnues PK ,1; KO ,s;larcA4P,x; 
MO, y; l'on aura (en concevant une autre appliquée m q in- 
finiment proche de PAR & en tirant P O ,MS paralleles à 
AQ.) Pp=dx ,1 y ; & à caufe des triangles fem- 
blables XP Q &z Pp fs: mS M&MON, Ponant? K (z). 


KQ(s)::Pp(dx). POouMS="% EtmS (dy). 
SM(—<+) ::MO(y). QN=E Or par le moyen de 


la différence de l'équation donnée on trouvera.une valeur 
de d x en termes qui feront tous affeétés par dy, & partant 
sydx 
DT les 
d y fe détruiront, & la valeur de la fous-tangente cherchée 
Q N fera exprimée en termes tous connus. Ge qu'il falloit 
trouver. 











fi l’on fubftitue cette valeur à la place de dx dans 


Il étoit aifé de trouver N Q fans employer le triangle infinitéfimal. 





3 : ydAQ. Le d A 4 Q 

Suivantla.nôté:5, n°. N0O=—= = 7 KO =ssP.0 PQ? 
sd PQ d x 

donc LAQE ie OUR P Q° donc dPQ=—= 
sydx 


PQ me ; DRE 
—— dx; donc d4Q= —,&N D 
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PÉRIO POS TT ON AY, 
Problème. 


20. Sorent deux lignes courbes AQC , BON qui aient pour 
diametre la droite TEABF, 6 dont l’on fache mener les tan- 
gentes QE,NF; Jorr de plus une autre ligne courbe MC 
celle que la relation des appliquées MP, QP, NP, fois ex- 
primée par une équation quelconque. Il faut d’un point donné 
M fur cette derniere courbe lui mener la tangente MT. 


Ayant imaginé aux points Q, M, N, les petits triangles 
OOg, MRm, NSn, & nommé les connues PE, 5, 
PERS POEx; PME PN FE; Tonata O7 dx , 
Rm= dy, Sn——d7, * parceque x & y croiflant, 7 di- 
minue. Et à caufe des triangles femblables OP EF &300Q, 
NPF&nSN,MPT&mRM;Yonaura QP(x) PE 
(s)::g O(dx).O Qou MR où SN— <= EtNP(;). 


X 





sd x 


PF(&): 1n S (— dx). SN=— À — (d'où l'ontire 
dy; =). EtmR(dy).RM () ::MP(y) FPT 


X 











$ d x , . ! s < 
= Pre Or fi l'on met dans la différence de l'équation 
! \ s? dx 
donnée, à la place de d7, fa valeur — ———, on trouvera 


sydx 

x dy? 
les dy fe détruiront, & la valeur de la fous.tangente P T° 
fera exprimée en termes tous connus. 





une valeur de dx en dy, laquelle étant fubftituée dans 


, sdx à : 
Lorfque ces proportions x: s:: dx: , &c. ont lieu , les triangles 
X 


Q O4, &c. n’exiftent déja plus , puifqw'ils difparoiffent lorfque les diffé- 
rences Q O, O Q, &c. deviennent nulles. En général, dans les problè- 
mes qui précédent & ceux qui fuivent, tout fe réduit à obferver le rap- 
port dont le rapport entre les différences finies des co-ordonnces appro- 
chera d'autant plus que ces différences feront moindres, Si le premuer 


Fic. 8. 


* Ari, $. 
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rapport eft À : B, & que celui entre les différences finies foit À x : A y; 
en nommant dx: dy ce que devient Ax:A7y, lorfque ces différences 
deviennent nulles, on aura dx: dy:: A4: B. 


Ex ES MÉDIL'E: 


21. Soityy = x7,dont la différence eft 27 dy=zdx 


t7 dx—sydx 
£ 


+ xdy=— , en mettant pour d7 fa valeur néga- 


»- d , , e A d 
tive — “=, d'où l’on tire dx— "2% ; & partant PT 
tx CE ÉTÉ 


Sydx LÉ Me et ST 
Ce) =, En mettant pour y y fa valeur x7. 
1! . n M = nl 
Soit maintenant l'équation générale y = x" x ,dontla 


TT MN] 


différence eftz+7.y dy=mz x  dx+n GET A7 


N MI], n M] 
miy x dx—nsz x d x 


; , en mettant pour d 7 fa valeur 


m-+n 


—$7d d t t 
—— , d'où l'on tire PT (22 =) RUN = 
k x dy mtz Dre 





mst Hust 


Hn 
rs » EN Mettant pour Y. favaleurx z. 


On peut remarquer que fi les courbes AOC, BCN de- 
venoient des lignes droites, (5-Courbe A1 CHérét lors une 
des Sections coniques à l'infini ; ; favoir une Ellipfe lorfque 
l'appliquée CD, qui part du point de rencontre C, tombe 
entre les extrémités 4, B ; une Hyperbole lorfqu'elle combe 
de part ou d'autre; & ‘enfin une Parabole lorfque l’une des 
extrémités 4 ou B eft infiniment éloignée de l'autre, c’eft- 
à-dire lorfque l’une desilignes droites CA ou CB et paral- 
lele au diametre 4B, 


S1 les lignes 4QC, B CN étoient des lignes droites, on auroit 


x :s :: CD :ED z: 1: CD: F D ,&multipliant par ordre 


- . Men M On mn Re 
les DE proportions, & fubftituant y EDR AS" CL AE 


m er er 0 10 


$ : ED. FD , c'eft-à-dire que la courbe M C eft une fection 
conique. 
PROPOSITION 
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PROPOS LE TIIMOLN NV, 
Problème. 


22. Soit une ligne courbe APB qui artun commencement 
fixe 6 invariable au point À, Ë dont l’on fache mener les tan- 
gentes PH; fozt hors de cette ligne un autre point fixe F, & 
une autre ligne courbe CMD relle qu'ayant mené la droite 
quelconque FMP , la relation de [a partie FM a la portion 
de courbe AP fort exprimée par telle équation qu’on voudra. 


On propofe de mener du point donné M la rangente MT. 


Ayant mené fur F'P la perpendiculaire F À qui rencontre 
la rangente donnée P H au point À, & la cherchée MT 
au point 7°, imaginé une droite F RmO p qui fafle avec F P 
unangle infiniment petit, & décrit du centre F les petits atcs 
de cercle PO, MR; le petit triangle p O P fera fembla- 
ble au triangle re&angle P FH; carlesangles PF, HpF 
font * égaux, puifqu'ils ne different entre eux que de l'an- 
gle P F p que l’on fupsofe infiniment petit, & de plus l’an- 
ole p O P eft droit puifque la tangente en © ( qui n’eft au- 
tre chofe que la continuation du petit arc P © confiderée 
comme une droite) eft perpendiculaire fur le rayon FO, 
Par la même raifon les triangles #2 RM, MF T'{eront fem- 
blables. Or il eft clair que les petits triangles ou fecteurs 
FPO & FMR {ont femblables. Si donc l’on nomme les 
connues Pi; Es EM as P.,7; &d'arc-AP, x; 


ON AUTA EL) HS PONT POS EF P 
(4) FM (y): PO). MR=È EtmR(dy). 


LA 17 


RM (22) SAW (ÿ }: FT SE Et on achevera le 








ga 
refte pat le:moyen de la différence de l'équation donnée. 
En prenant l’angle °F P quelconque, fi nous le nommons€, nous 
aurons /7. 6 : fn: H': :#:# Mais le rayon étant pris pour l'unité {7. H 
d.7 Jin. 6 | 7 d x fin. 6 
MTS re dx fin. 6 + x dé cof.6 


F 





(Note 2, n°.4); donc 


Fre, o, 














Frc. 10. 
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De plus, fi l’on conçoit une perpendiculaire Y abaïflée du point P fur 

F H, on aura, en nommant X la diftance du por F à cette perpendi- 
| FdX 

ay? 

&;'a caufe de X—7 cofiC, F—% fin. C, il'Aera facile d'en urer 


d3 cof. 6 — x d6 fin. € 
S=}Z MR CNET Evo .z fin. 6; où, mettant pour ax Je 


culaire, FH— X —- car les Y augmentant, les X diminuent ; 














If CLR ; EE * à cof.C—5s 
+ 7 dEcof.é fa valeur ? ne —— , 1l fera facile d’én tirer { cafe d x 
£ 
— d y cof. C— % d C fin. 6. Après avoir muluplié cette équation par 
fin. €, on l’ôtera de la premiere multipliée par cof. 6, & il viendra 
sdx : ; à : 
—— fin. 6 —= 7 d € On démontréroit de la mème maniere qu’en nom- 
; 


yd6 


mant l'arc CM, on doit avoir F T— — MT, ou ; parceque 
d'u fin. 6 








AR 2e 3 16 
MT = ( Note2,n° ELA Rain gehon LDaetrs HE Sir 
S Es y fin, 6 S LEA e x406 06 


s d x frr1. 
On mettra pour d € {a valeur pre 





, &0n aura ET —= 


y°sdx ; Pa . : , 
1 Z T doit être perpendiculaire {ur É état 
PRET EE © Se Var LEE être perp rFP;,6 étant 





un angle droit, on aura cof. € — SE & la valeur de FT que nous ve- 


nons de trouver, fera réduite à ue 
A 


Re 


'STEMD'LUE: 


2,3. Si l’on veut que la courbe 4 P B foit un cercle qui ait 
pour centre le pois fixe F';1l eft clair quela rangente P 
devient parallele & égale à la foutangente #77, à caufe 
que À P fera aufli perpendiculaire à PF; & qu ainfi lon 


d 
aura en ce Cas FT — PP nn ne en nommant [a droite 


F P(%),a;parcequ'elle devient conftante de variable qu’elle 
étoit auparavant. Cela pofé, fi l'on nomme la circonférence 
entiere , ou une de fes portions déterminées, 2; & que lon 


flex ::a y: la courbe CMD, qui cf en cecas FM D. 
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féra la fpirale d'Archimede , & l'on aura y — — qui à pour 


YA | ad x SL es ; by d 
{a différence dy= — ——, d’où l’ontire y dx—= = x dy 





dx 
en mettant pour y fa valeur + *,& partant FT (= YY =) 


Ce qui donne cette conftruétion. 


sal décrit du centre F & du rayon FM, l'arc de cercle 
M, terminé en Q par le rayon F A qui joint les points 
fixes À, F'; foit pris FT égale à l'arc MQ : je dis que la 
droite MT fera tangente en 7. Car à caufe des feécteurs 
femblables F P À, FMQ , lon aura FPWa). ARE 


AP(x).MQ=%2 FT. 


Si l’on fait en général # .x:: 47. y", ( l'expofaner m défigne 
un nombre entier ou rompu tel que l’on veut ) la courbe 


F MD fera une des fpirales à Pinfini , & l’on aura y" — 


m 
a x 


e . IN =} - pa ? , 
qui a pour fa différence m y d'y = —— , d'où l’on 


n mby dy 
As NP ETS 


—mxdy,en mettant pour y" fa va- 


leur _* ©, & partant FT Le = = mx MQ. 


Si on conçoit que l'extrémité À du rayon F 4, mobile autour du 
centre F, décrive uniformément la circonférence 4 P B, tandis qu'un 
point mobile parcourt aufli d’un mouvement uniforme le rayon #4 
allant de F vers 4 ; ce point mobile décrita, par la compoftion de ces 
deux mouvements , une courbe FM D, à laquelle Archimede à donné 
le nom de fpirale. Je fuppofe que le rayon FA étanten FP, le point 
mobile foit en M; on aura a:y::b:x, 


PRO PLO SIT: R'OUN: 2 VLL 
Problème. 


24. Soit une ligne courbe APB dont l'on fache mener les 
ranpentes PI, G un pornt fixe F hors de cette ligne; foir 


F 1j 


Fic, 11, 
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une autre ligne courbe CMD'relle que menant COMME ON VOU- 
dra, la droite FPM, /a relation de FP a FM ort exprimée 
par une équation quelconque. IT faut du point donné M me- 
mer la tancente MT, 


Ayart mené la droite F HT perpendiculaire fur FM, & 
imaginé comme dans la propofition précédente les petits 
triangles POp,,M Rm femblables aux triangles, AFP, 
T FM, on nommera les connues FH ,5; FP,x; FM, y: 


&fFonaura PF (x).ÆA(s) DO x) AP — _ Et 
FP(xy. FM(y}r: OP (CE RMS EcmR (dy). 


RM (22) :FM(y).FT = + 2 On achevéra en- 











fuite le tefte par le moyen de la différence de Péquation 
donnée. | | 
FRE SMOPUETE, 


25. Si l'on veut que la courbe 4 PB foit une ligne droite 
PH, & que l'équation qui exprime la relation de F P à 
FM foit J—x—a, C'elt- a-diré que PM foit toujours 
égale à la même droite donnée a ; l'on aura pour différence 


dy=4dx; &e partant FT (SE ) = +. Ce qui donne 


xx d EE 
cétte conftrucion. 
Soit menée ME parallele à P A ,8& MT paralleleà P E'; 


je dis qu’elle fera tangente en M, 


Gar FAP (x). FH (65) : FM(D). FE =. Et. EP 


CHOICE (2) ::FM (Y).FT= 7. Il eft clair que la 


courbe CMD eft la Conchoïde de Nicomede , dort la- 
fymptote éft la droite P A, & le pole eftle point fixe F. 


Si d’un point fixe F, pris hors la ligne HP, on tire des droites FPM 
telles que P.M foit toujours égale à la même droite donnée 4; la courbe 
qui paflera par tous les points A fera la conchoïde de Nicomede. Cette 
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courbe a pour afymptote la droite P H; car il eft clair qu’elle approchera 
fans cefle de certe droite fans pouvoir l’atteindre. 


PR O:P:0%S FTTON. V LI 
Problème. 


26. Soit une ligne courbe AR M dont l’on fache mener les 
tangentes MH, & qui art pour diametre la droite EP AH T ; 
Joit hors de ce diametre un pornthxe F, d'ou parte une lione 
droite indéfinie FP SM qui coupe le diametre en P & la 
courbe en M. S: l’on conçoit maintenant que la droite F P M 
en tournant autour du pornt F, faffe mouvoir le plan PAM 
zoujours parallélement à [oi-même le long de la ligne droite 
ET vrmobile & indéfinie, en forte que La diftance P A de- 
meure partout la même ; il eft clair que l’interfection conri- 
nuelle M des Lignes FM, AM décrira dans ce mouvement 
une ligne courbe CMD. On propofe de mener d’un point 
donné M fur cette courbe la rangente MT. 


Ayant imaginé que le plan P AM .foit parvenu dans Ja 
fituation infiniment proche pam, &.tiré la ligne RS pa- 
rallele à À P ; il eft clair par la génération que Pp— Aa— 
Rm; & partant que RS—Sm— Pp. Or nommant les 
connues FPouFp,x; FMouFm,y; PH,5s; MH ,1; 
& la différence P p, dy; les triangles femblables FP p & 
FSm,MPH&MSR,MHT& MRm;, donneront Fp 


(x). Fm(y)::Pp(ax). S m = (donc S REA). 
EcPH(s).HM(1)::8 R(EA) .RM= IE, 


EcMR (24) .Rm(dz): MH) AT = EE 
Donc fi l'on mene FE parallele à M 7, & qu’on prenne 
HT= PF, la ligne M T fera la tangente cherchée. 

Si la ligne 4 M étoit une ligne droite; la courbe CM D 
féroit une Hyperbole qui auroit pour une de fes afymptotes 
la ligne Æ 7. Et fi elle étoit un cercle qui eût fon.centre au 


point P ;la courbe CM D feroit la Conchoïde de Nicomede, 
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qui autoit pour afymptote la ligne Æ T°, & pour pole le 
point F. Mais fi elle étroit une parabole ; la courbe CM D 
feroit la compagne de la Paraboloïde de Deftartes * , qui fe 
décriroit en même cemps au-deflous de la droite ET par 
l'interfection de FP avec l’autre moitié de la parabole. 


P'rR'O' r'o:sit T Lo NOV ELLE 
Problème. 


27. Soir une ligne courbe AN qui ait pour diametre la l- 
gne droite AP, avec un point fixe F hors de ces lignes; fort 
une autre ligne courbe CMD elle que menant comme lon 
voudra, la droite EMPN, Za relation de [es parues FN, 
FP,FM ot exprimée par une équation quelconque. Il eft 
gueftion de cirer du point donné M la tangente MT. 


Soit menée par le point F la ligne A X perpendiculaire à 
FN, qui rencontre en À le diametre 4P,& en A la tan- 
gente donnée W 77; foient décrits du centre Æ & des inter- 
valles FN, FP, FM de petits arcs de cercle NO, PO, 
M R terminés par la droite Fz que l’on conçoit faire avec 
FN un angle infiniment petit. Cela pofé. 

Si lon norme les connues FX, ss, FH,1; FP, x; 
FM,7y; FN ,7; les triangles femblables PFK&pOP, 
FMR& FPO&FNQ, HFN& NOnr,mRM & 
M FT donneront PF(x) . FK{(s)::pO(dx).OP — 
, EFP (x). FM(y)::PO (Æ).MR2®. Ec 


X X 


FP(x). FN(4)}::POCS).NQO=E EE AF 
().FN(t):NQ (TS). On(—dr) = EtmR 


XX 


(dy).RM (2%) #FM(y).FT= ZX, Or par le 


x xd y 








moyen de la différence de l'équation donnée, on trouvera 
une valeur de dy en dx & d7, dans laquelle mettant à la 
—s77dx 

txx. ‘? 





place de d7 fa valeur négative parceque x croiffant, 
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diminue; tous les termes feront affe@tés par dx; de forte 
syydx 
xx dy 
‘{e détruiront. Et partant la valeur de FT’ fera exprimée en 
termes connus & délivrés des différences. 

Si l'on fuppofoit que la ligne droite 4 P füt une ligne cour- 
be, & qu'on menût la tangente P À; on trouveroit toujours 
pour FT la même valeur, & le raifonnement demeureroitle 
même. 


que cette valeur étant enfin fubftituée dans RUES 


EXEMPLE. 


— 


28. Suppofons que la ligne courbe 4 Nfoit un cercle qui  Fic. 14 
pafle par le point F ( tellement fitué à l'égard du diametre 
AP que la ligne F B perpendiculaire à ce diametre pafle par 
le centre G de ce cercle }, & que P M foit toujours égale à 
P N; il eft clair que la courbe CMD, qui devient en ce cas 
FM À, fera la Cifloïde de Diocles , & que l’on aura pour 
équation 7 + y —=2 x, dontladifférence eft dy=—2 dx— 





tx xd d ; 
dy PÉETETIE en mettant pour d7 fa valeur — 
XX 
s77dx L ; sy yd 
1 trouvée ci-deflus *, Et partant FT (22%) = ÉÉPAEE 
LAIT , x x dy [L, 27e 
SE MY is + 
2IXX 577 


Un demi-cercle F 4 B étant donné , & un rayon G À perpendiculaire 
au diametre F B, fi l'on tire des droites FN, & qu’enfuite l’on prenne 
PM—= P N, tous les points M appartiendront à une courbe FM, 
qui fera la ciffoide de Dioclès. 


Si le point donné M tomboit fur le point À, les lignes 
FM, FN, FP feroient égales chacune à F4, comme 
auffi les droites FX, FH ; & partant on auroiten ce cas FT 


— = x, ceft-à-direque filon Drondur T1 rl F7 


Re 13 





8: qu'on mene la ligne 47, elle fera tangente en 4. 
On. peut encore trouver les tangentes dela Cifloïde par : 
le moyen de la premiere Propofition, en menant les per- 


pendiculaires VNEÆ', ML fur le diametre FB , & cherchant 
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l'équation qui exprime le rapport de la coupée FZ à l'ap- 
pliquée ZM ; ce qui fe fait ainfi. Ayant nommé les con- 
nues FB,1a; FLouBE,x;LM, y; les triangles fem- 
blables F£N, FLM, & la propriété du cercle donneront 


FI(x).LM(y)::FE.EN::EN(V2ax—xx).EB 


x 





(x). D'où l’on tire Yy= dont la différence eft 2ydy 


24 —X? 














éÉdax de 1x d d ta 
nes *, Ecpartant Z OX (LE) = LITRES 


2 A—X 3AXX—% 


20 XX X 





, €n mettant pour y y fa valeur 





34 — X% LA = X 


PROPOS: LITÉTIOLN AIX 


Probléme. 


29. Sozent deux lignes courbes ANB, CPD, 6 une ligne 
droite FKT, fur lefquelles fozent marqués des pornts fixes 
A,C,F; for de plus une autre ligne courbe EMG celle 
qu'ayant mené par un de fes pornts quelconques M la droite 
FMN, & MP parallele aFK; la relation de l’arc AN à Parc 
CP /ozt exprimée par une équation quelconque. Il faut d'un 
point donné M fur la courbe EG mener la tangente MT, 


Ayant mené par le point cherché 7'la ligne 7°Æ paral- 
lele à FM, & par le point donné M les droites MRK 
M OA paralleles aux tangentes en P & en À, on tirera 
Fm On infiniment proche de FMN&mRp parallele à 
M P. 

Cela pofé, fi l’on nomme les connues FM ,s;, FN,r; 
MK, ,u; CP,x; AN, y; (doncPpou MR=dx,Nn 
— dy) les triangles femblables FNr& FMO, MOm& 
MAT , MRm & MKXT donneront FN(r). FM(s):: 


Nn(dy).MO= ZE MR(dx).MO(<)::MX 
(zu). NP = EE Or par le moyen de la différence de 
l'équation donnée l’on aura une valeur de dy en termes qui 

feront 
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feront tous affectés par dx, laquelle étant fubftituée dans 
sudy 


re, les dx fe détruiront; & partant la valeur de M F7 fera 


exprimée en termes entiérement connus. Ce qui donne 
cette conftruétion. | 

Soit menée M FA parallele à la touchante en V & égale à 
la valeur que l’on vient de trouver : foit tirée Æ T parallele à 
FM, qui rencontre en 7 la droite FX, par où & parle point 
donné 1 foit menée la tangente cherchée MT. 


EXEMPLE: 


30. Si l’on veut que la courbe 4 WB foit un quart de cer- 
cle qui ait pour centre le point fixe F, que la courbe CPD 
foit le rayon 4 P F perpendiculaire fur la droite FX G 
O TB, & que l'arc AN (y) foit toujours à la droite 4 P(x) 
comme le quart de cercle AN B (b) au rayon AF (a); la 
courbe Æ MG deviendra la Quadratrice 4 M G de Dinof- 
trate , & l'on aura MH (= _ ) =  — , puifque 
FPouMK{(u)=a—x,&FN(r)=—a. Mais lanalo- 
gie fuppofée donne ay—%x, 8 ady—bdx. Mettant 
donc dans la valeur de M F7 à la place de x & de d y leurs 








bd bs— - 
valeurs  & ——=, on trouvera MH — 2", Ce qui don- 


a 
ne cette conftruction. 
Soit menée M H perpendiculaire fur FM, & égale à l'arc 
MQ décrit du centre F', & foit tirée A T parallele à FM; 
je dis que la ligne M T fera rangente en M. Car à caufe des 


{etteurs femblables FNB,FMOQ,lonaura FN(a),, FM 
(s)::NB(5—7y). MQ= 2%. 


Soit un quart de cercle Z NB dont le centre eft F; fi l’on conçoit 
que le rayon F 4 fe meuve uniformément autour du centre F jufqu’à ce 
qu'il arrive:en F B, & que pendant ce temps-là une perpendiculaire 
MP au rayon F 4, allant de 4 vers F, parcoure auffi uniformément le 
rayon 4 F'; l'interfection M du rayon F4 qui devient FN, & de la 


G 


Frc. 16, 








Frc. 1 


Frc, 16. 


Erc. 18. 
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perpendiculaire PM, fera à une courbe 4 M G qui eft la quadratrice 
dont il s’agit. En effer, 1l fuit de la conftruction précédente que 4 NB: 
ANSE AE STAPS 


ÉO ROLL ATRE. 


31. Si l'on veut dérerminer le point G où la quadratrice 
AM G rencontre le rayon F B , on imaginera un autre rayon 
Fgb infiniment proche de FGB: & en menant p f parallele 
à FB , la propriété de la quadratrice & les triangles fembla- 
bles F B4 , £fF, rettangles en B & enf, donneront 48. 
AF::B4 18 AE : FBou AF. gf ou FG. D'où l'on voit que 
fi l'on prend une troifieme proportionnelle au quart de cercle 


AB & au rayon A F', elle fera égale à F'G , c'eft-à-dire que 


FG — - Ce qui donne lieu d’abréger la conftruétion des 


tangentes. 
Car menant J°Æ parallele à AT A, les triangles RO NAAREE 
FMK ,FTE donneront MK ip) MF(s):: : E Tou 


à bss— b 
MH (=) ET = RE ——. En mettant pour 


Ga (1x 
x fa valeur, & divifant enfuite le tout par 4 — y; d’où 


il eft clair que la ligne FT eft troifiéme proportionnelle à 


FG&àiFM. 


PR ‘0: P'0;S T'T'1 O'NIOXQ 
Problème. 


32. Sottune lignecourbe AMB telle qu’ayantmené d'un de 
RE points quelconques M aux foyers F,G,F, &c. Les drortes 
MF,MG,MH, 6c. leur relation fort exprimée par une équa- 
z10n quelconque : & foit propofé de mener du point donné M la 
perpendiculaire MP fur la tangente en ce pornt. 


Ayant pris fur la courbe 4 B l’arc Mm infiniment petit, & 
mené les droites FR, GmS, HmO ,on décrira des centres 


F, G,'H les petits arcs de cercles MR, NS, MO ; en- 


fuite ducentre M & d’un intervalle quelconque on décrirade 
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même le cercle C D Æ qui coupeleslignes MF, MG, MH 
aux points C, D , Æ', d’où l'on abaiffera fur M P les perpen- 
diculaires CZ, DX,ÆZ, Cette préparation étant faite, je 
remarque 

1°. Que les triangles reétangles M Rm, MZ C font fem- 
blables ; car en Otant des angles droits Z Mm, RM C l'angle 
commun Z MR, les reftes RMm, L MC feront égaux, & 
de plus ils font rectangles en R & Z. On prouvera de même 
que les triangles retangles MS m & MKD, MOm & 
MIE font femblables. Partant, puifque l’yporhenufe My 
eft commune aux petits triangles WRm, MSm, MO, 
& que les hypothenufes MC, MD, ME des triangles 
MZC,MXKXD , MIE font égales entre elles; 1l s'enfuit 
que les perpendiculaires CZ, DK, Æ I ont le même rap- 
port entre elles que les différences Rm, Sm, Or. 

2°, Que les lignes qui partent des foyers firués du même 
côté de la perpendiculaire MP croiflent pendant que les 
autres diminuent, ou au contraire, Comme dans la figure 
18. FM croît de fa différence R77, pendant que les autres 
GM, H M diminuent des leurs Sz, Or. 

Si l'on fuppole à préfent, pour fixer fes idées , que l'équa- 
tion qui exprime la relation des droites FM (x), GM 
(y), AM(7), foit ax + xy — 77 —0, dont la différence 
eft adx + ydx + x dy — 27d7—0 ; Il eft évident que la 
rangente en 4] ( qui n’eft autre chofe que la continuation du 
petit coté Mr du polisgone que l’on conçoit * compofer la 
courbe 4 M B ) doit être tellement placée qu’en menant d'un 
de fes points quelconques #1 des paralleles 7R,mS,m0O 
aux droites FM, GM, HM, terminées en R, S, O par 
des perpendiculaires MR, MS, MO à ces mêmes droites, 


on ait toujours l'équation a+ y X Rm+x x Sm— 27 x 
Om= 0 : ou ( ce qui révientau même, en mettant à la place 


de Rm,Sm, Om, leurs proportionnelles CZ, DK, ET) 


que la perpendiculaire M P à la courbe doit être placée en- 


forte que a+ y X CL+xx DK—27x ET—0o. Ce 
qui donne cette conftruétion. 


G ij 


SSATR:3: 








a 
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Que lon conçoive que le point C foit chargé du poids 
a+ y qui muluplie la différence dx de la droite FM fur 
laquelle il eft fitué, & de même le point D du poids x, & 
le point Æ pris de l’autre côté de M par rapport au foyer A 
( parceque le terme — 2747 eft négatif ) du poids 27. Je dis 
que la droite M P qui pañle par le commun centre de pefan- 
eur des poids fuppofés en C , D, Æ’, fera la perpendiculaire 
requife. Car il eft clair par les principes de la Mécanique, que 
route ligne droite , qui pañle par le centre de pefanteur de plu- 
fieuts poids les fépare enforte que les poids d’une part multi- 
pliés chacun par fa diftance de certe droite, font précifé- 
ment égaux aux poids de l’autre part multipliés aufli chacun 
par fa diftance de cette même droite. Donc pofant le cas 
que x croiflant, y & 7 croiflent auf, c'eft-à-dire que les foyers 
F,G,,tombent du même côté de MP, comme l’on fup- 
pofe toujours en prenant la différence de l'équation donnée 
{elon les regles prefcrites ; il s'enfuit que la ligne M7 P laif- 
{era d’une part les poids en C & D, & de l’autre le poids 
en Æ , & qu’ainfi l'on aura a+yxCL+xx DK —2; 
X E ]—0, qui étoit l'équation à conftruire. 

Or je dismaintenant que puifque la conftruétion eft bonne 
dans ce cas , elle le fera aufli dans tous les autres; car 
fuppofant, par exemple, que le‘point 7 change de fituarion 
dans la courbe en forte que x croiflant, y & 7 diminuent, 
c'eft-à-dire que les foyers G , À paflent de l’autre côté de 
M P , il s'enfuit 1°. * Qu'il faut changer dans la différénce 
de l’équation donnée les fignes des termes affeétés par dy, 
dy, ou par leurs proportionnelles DX, Æ TJ; de forte que 
l'équation à conftruire fera dans ce nouveau cas a+ y x 
CZL—xx DK +17 x E 1=0. 2°. Que les poids en D 
8 Æ changeront de côté par rapport à AP, & qu’ainfi l’on 


aura par la propriété du centre de pefanteur a + y x CZ — 
xxX DK +217 x EI—o, qui eft l'équation à conftruire. 
Et comme cela arrive toujours dans trous les cas poffibles, il 
s'enfuit, &c. | 


Ileft évidentque le même raifonnement{ubfftera toujours 
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tel que foit le nombre des foyers, & telle que puiffe être lé- 
quation donnée , de forte que l’on peut énoncer ainfi la conf- 
cruction générale. 

Soit prife la différence de l'équation donnée dont je fup- 
pofe que l’un des membres foit zéro, & foit décrit à difcré- 
tion du centre Mf un cercle C D Æ qui coupe les droites MF, 
MG, M AH aux points C, D , £', dans lefquels foient conçus 
des poids qui aient entre eux le même rapport que les quanti- 
tés qui multiplient les différences des lignes fur lefquelles ils 
{ont fitués. Je dis que la ligne M7 P qui pañfle par leur com- 
mun centre de pefanteur , fera la perpendiculaire requife. Il 
eft à remarquer que fi l’un des poids eft négatif dans la diffé- 
rence de l'équation donnée, 1l le faut concevoir de l’autre 
côté du point 1 par rapport au foyer. | 

Si l'on veut que les foyers #, G, À foient des lignes 
droites ou courbes fur qui les droites MF, MG, MH 
rombent à angles droits, la même conftruétion aura toujours 
lieu. Car menant du point 72 pris infiniment près de M les 
perpendiculaires mf,mg,mh fur les foyers, & du point A 
les petites perpendiculaires MR, MS,MO fur ces lignes ; 
il eft clair que R77 fera la différence de M F, puifque les 
droites MF, Rf étant perpendiculaires entre les paralleles 
FF, MR, elles feront égales , & de même que $ » eft la dif- 
férence de MG, & Or celle de MH ; & on prouvera en- 
fuite tout le refte comme ci-deflus. 

On peut encore concevoir que les foyers Æ", G, Æ foient 


tous ou en partie des lignes courbes qui aient des commen- 


cements fixes & invariables aux points F, G, 4, & que la 
ligne courbe 4 MB foit telle qu'ayant mené, par exemple, 
d’un de fes points quelconques M7 les tangentes M7, MX 
& la droite M G ; la relation des lignes mixtilignes FWM, 
H X M & de la droite G M foit exprimée par une équation 
quelconque. Car ayant mené du point 2 pris infiniment près 
de M la tangente 24, il eft clair qu’elle rencontrera l’autre 
rangente au point }” ( puifqu'elle n’eft que la continuation 
du petit arc Ÿ’z confidéré comme une petite droite), & 
partant que fi l’on décrit du centre 77 le peuit arc de cercle 


F1G. 20. 
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54 MENT A DYISNE 
MR ; Rm fera la différence de la ligne mixtiligne FM 


qui devient F 7/4 Rm. Et tout le refte fe démontrera comme 
ci-devant. 


M. Tfchirnhaus a donné la premiere idée de ce Probléme 
dans fon livre de la Medecine de l’efprit; M. Fatio en a trouvé 
enfutte une folution très ingénieufe qu’il a fait inferer dans 
les Journaux d’ Hollande : mais la maniere dont ils l'ont con- 
cu, n’eft qu’un cas particulier de la conftruction générale que 
je viens de donner. 


EX EMPILET.: 


33. Soitcaxx + byy<+czz; —f3—o les droites a, 8, c, f 
font données ) dont la différence eftaxdx +bydy+c;dz 
— 0. C’eft pourquoi concevant en € le poids ax, en D le 
poids y, & en Æ le poids c7, c’eft-à-dire des poids qui 
foient entre eux comme ces rectangles ; la ligne MP qu 
pafle par leur commun centre de pefanteur, fera perpendicu- 
laire à la courbe au point 1. 

Mais fi l'on mene FO parallele à CZ, & que l’on prenne 
le rayon MC pour lunité, les triangles femblables AZCZ, 
MFO donneront FO—x x CL; & de même menant 
GR paralleleà DX, & AS paralleleà £ 7, on trouvera que 
GR=;y x DK & HS —7 x E'J: de forte qu’en imaginant 
aux foyers F, G, À les poids a, 6, c; la ligne M P qui pañle 
par le centre de pefanteur des poids ax, y, cz fuppofés 
‘en C, D, E, paflera auff par le centre de pefanteur de ces 
nouveaux poids. Or ce centre eft un point fixe, puifque les 
poids en À, G, À, favoir a, 6, c, font des droites conftan- 
ces qui demeurent toujours les mêmes en quelque endroit 
que fe trouve le point #7. D'où il fuit que la courbe 4 M B 
doit être telle que toutes fes perpendiculaires fe coupent dans 
le Même point, c'eft-à-dire qu’elle fera un cercle qui aura 
pour centre ce point. Voici donc une propriété très remar- 
quable du cercle que l’on peur énoncer ainfi. 

S'il y a fur un même plan autant de poids a, 8, c, &c. que 
l'on voudra, fitués en Æ°, G, 7, &c. & que l’on décrive de 
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leur commun centre de pefanteur un cercle 4MB ; je dis 
qu'ayant mené d’un de fes points quelconques M, les droi- 
tes MF, MG, MA, &c. la fomme de leurs quarrés mul- 
tipliés chacun par le poids qui lui répond , fera toujours égale 
à une même quantité. 


É SEM PAuLE O4 LE 


34. Soit la courbe A MB telle qu'ayant mené d'un de 
fes points quelconques M au foyers Fqui eft un point fixe 
la droite MF, & au foyer G qui eft une ligne droite la per- 
pendiculaire MG; le rapport de MF à MG foit toujours 
le même que de la donnée a à la donnée 4. 

Ayant nommé FM,x; MG,y;onaurax.y::a.86, 
& partant ay — 6 x dont la différence ef ady—bdx—0. 
C'eft pourquoi concevant en Cpris au-delà de A7 par rapport 
à F le poids 2, & en D. (à pareille diftance de M ) le poids 
a, & menant pat leur centre commun de pefanteur la li- 
gne M P ; elle fera la perpendiculaire requife. 

Il eft clair par le principe de la balance, que fi l’on divife 
la corde C D au point P enforte que CP.D P ::a. b;le 
point P fera le centre commun de pefanteur des poids fup- 
pofés en C & D. 

La courbe 4 MB eft une Setion conique, favoir une 
Parabole lorfque a—6, une Hyperbole lorfque a furpafe 
6 , & enfin une Ellipfe lorfqu'il eft moindre. 


ESP EM EPL E CL 


. Si après avoir attaché les extrémités d’un fil 
FZ YMGMXYH en F'& en À, & avoir fiché une pe- 
tite pointe en (, on fait tendre également ce fil par le 
moyen d’un ftyle placé en M, enforte queles parties FZW, 
HY X foient roulées autour des courbes qui ont leur ori- 
sine en F'& FA, que la partie M G foit double , c’eft-à-dire 
qu'elle foit repliée en G&, & que les chofes demeurant en 
cer état l'on fafle mouvoir le ftyle AT ; il eft clair qu’il décrira 
une courbe À MB. Il eft queftion de mener d’un point 
donné M fur cette courbe la perpendiculaire ATP, la pofi- 


Fic. 23, 


Fc, 24 
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tion du fil qui fert à la décrire étant donnée en ce point. 
Je remarque que les parties droites M7, MX du fil font 
toujours tangentes en Ÿ” & À, & que fi l’on nomme les li- 
gnes nuxtilignes FZWM, x; HYXM, 7; la droite 
G, y ; & une ligne droite prife égale à la longueur du 
fil, a ; l’on aura toujours x + 2y+7— a : d’où je connois 
que la courbe 4 MB eft comprife dans la conftruétion gé- 
nérale. C’eft pourquoi prenant la différence dx +2 dy + dy 
—0, & concevanten C le poids 1 ,en D le poids 2,& en £Æ le 
poids 1, je dis quela ligne M P, qui pafle par le centre com- 
mun de pefanteur de ces poids, fera la perpendiculaire requife. 


P£r“#orP; 0 SI: TS ON XCE 
Problème. 


36. Soient deux lignes quelconques APB,EQF don: l’on 
fache mener les tangentes PG, QH; 6 fort une ligne drorte 
PQ /ur laquelle fort marqué un pornt M. Sz l’on conçoit que 
les extrémités P, Q de certe drorte gliffent le long des lignes 
AB,EF, 27 eft clair que le point M décrira dans ce mou- 
vement une ligne courbe CD. IT eft queftion de mener d'un 
pornt donné M fur certe courbe la tangente MT. 

Ayant imaginé que la droite mobile P MO foit parve- 


nue dans la fituation infiniment proche pmg , on tirera les 


_peuites droites PO, MR, QS perpendiculaires fur PQ, 


ce qui formera les petits triangles rectangles p OP ,mRM, 
g$Q; & ayant pris P K égaleà MO, on menera la droite 
HX G perpendiculaire fur PO, & l’on prolongera OP en 
T', où je fuppofe qu'elle rencontre la rangente cherchée 
MT. Cela pofé, il ef clair que les petites droites Op, Rm, 
S 4 feront égales entre elles, puifque pat la conftruction 
PM & MO font par-tout les mêmes. 

Ayant nommé les connues PM ou OX, a; MO ou 
PK,6;,KG,f;KH,g; & la petite droite Opou Rm ou 
Sg, dy; les triangles femblables PX G & pOP, QKH 
& q$ Q donneront PX (6). KG(f)::pO(dy). OP 


IT, HOK(a).KH(g)::98 (dy). SOIT. 
Or 
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Or l’on fait par la Géométrie commune que MR — 
ee LEA RECRUE Ain 
blables 3 RM, MPT donneront # R (dy).R M 
Sie ENT A0 ci 0: 79 PEACE Le, Ce qu'il falloit trou- 
ver. 


les triangles {em- 





Imaginons que les lignes QP, SO, prolongées, fe rencontrent en 
un point Z, que je ne marque pas dans la figure. À caufe des paralleles 
PO,MR,QS, nous aurons les proportions MP:PZ :: MR — 
PO:PO,QP:PZ::QS— PO:PO;&, divifant la premiere 


MP  MR—PO 
par la feconde, OP —— OS —PO ? & par conféquent MR — 
OP(PQ—MP)+MP.QS  OP.MQ+QS.PM 

Fe) PQ Murs POI ET 


PROPOSITION XII. 


Problème. 


37. Soient deux lignes quelconques BN , FQ our arent 
pour axes les droites BC, ED qui s’entre coupent a angles 
droits au pornt À; 6 fort une ligne courbe LM telle qu'ayant 
mené d’un de fes points quelconques M les droites MGQ, 
MPN parallelesa AB, AE; la relation des efpaces EGQF, 
(le point E efl un point fixe donné fur la droite AE, & la 
lione EF eft parallele a AC) APND, & des droites AP, 
PM,PN, GQ, /orir exprimée par une équation quelcon- 
que. Il eft queftion de mener d’un point donné M fur la courbe 
LM, la rangente MT. 


Ayant nommé les données & variables 4 P ou GM., x; 
PMou AG, y; PN,u; GQ,z3;/lefpae EGOF,s; 
l'efpace APND , r; & les fous-tangentes données P A, a; 
GK, 8; lon aura Pp ou NS où MR=dx, Gp ou Rm 


u d : 
ou OQ—=—dy;Sn——du—= —à caufe des trian- 


gles femblables X PN, NSn; Oq—dz;— 19 NPpr 
H 


Frc. 264 
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= dit=udx, & QGgq—=ds=—=—7d7,; où l’on doit 

obferver que les valeurs de Rm & S n font négatives, par- 

ceque À P(x) croiffant, PM(y) 8& PN(u) diminuent. 

Cela pofé , on prendra la différence de l'équation donnée, 

dans laquelle on mettra à la place de d#, ds, du, dy leurs 
ud x 7 dy 


valeurs dx, —%dy,——,— {°"; ce qui donneraune 


nouvelle équation qui exprimera le rapport cherché de d y à 


dx,oude MPàiPT. 
E x EM pP LE... 


38. Soit s+77—1+ux,on aura en prenant les dif- 
férences ds + 2zd7 —=di+udx+<xdu, 8 méttant à la 
place de ds, dr, dy, du leurs valeurs, on trouvera — 7 dy 
FE aie Dre Pis y dx 

d'ou l’on tire P 7 (= )= 


a 


u X 





24ÿ7z? +aybz 


bux—2abu 
ExemMpPLeE II. 


39. Soit s— 1, donc ds=— dr, ceft-à-dire — 7 dy — 
| # | 
u dx; & partant P T (Es = — 7, Or comme cette 


quantité eft négative , il s'enfuir * que l’on doit prendre le 
point 7'du côté oppofé au point À origine des x: Si l’on 
fuppofe que la ligne FO foit une hyperbole qui ait pour 


afymptotes les droites 4C, À Æ', enforte que G Q (7) — 
: , & que la ligne 5 N D foit une droite parallele à 4B, 


de maniere que P N(z) foit par-tout égale à la droite don- 
née c;il eft clair que la courbe :Z FF à pour afymptote la 


droice AB, & que fa fous-tangente P T (— Y+) = — ç: 


c'eft-à dire qu’elle demeure par.-tout la même. 
La courbe ZM eft appellée dans ce cas Zogarithmique. 
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PR OP ASIN ON XIII. 
Problème, 


40. Sorent deux lignes quelconques BN, FQ qui atent 
pour axe la même droite BA, fur laquelle fozent marqués 
deux points fixes À ,E ; fortune trorfieme ligne courbe LM 
celle qu'ayant mené par un de [es pornts quelconques M La 
droite AN, décrit du centre À l'arc de cercle MG, 6 zré 
GQ parallele à EF perpendiculaire fur AB ; la relation 
des efpaces EGQF (s), ANB (t}), @ des droites AM ou 
AG (y), AN(z}, GQ (u), oi exprimée par une équa- 
ion quelconque. Il faut mener d'un point donné M fur la 
courbe LM la tangente MT. 


Après avoir mené la droite À T°Æ perpendiculaire fur 
AM N, foit imaginée une autre droite Âmn infiniment 
proche de AM N , un autre arc 9, une autre perpendi- 
culaire gg; & décrit du centre À le petit arc MS : on 
nommera les fous-tangentes données 4/7, a; GK, 6; & 
on aura Rm où Gg—dy, Sn — d7; les triangles fem- 
blables TAN & NSn, KGQ & Q O3, donneront auff 
ENS, Og = — du = LT GOgg—=—ds—=udy, 
ANnou AN x=NS=—di——ad7 On mettra 


routes ces valeurs dans la différence de l'équation donnée, 
&c l’on en formera une nouvelle, d’où l’on tirera une valeur 
de d7 en dy. Or, à caufe des fecteurs & des triangles fem- 


blables ANS & AMR, mRM & MAT, on trouve 
AN(&): AM(y)::NS ()MR= TS. Ecm R 


(dy). RM (5) : AM (y). AF=E. Si donc 


lon met dans cette formule à la place de 27 fa valeur en 
dy, les différences fe détruiront, & la valeur de la fous- 
tangente cherchée À T'fera exprimée en termesentiérement 
connus. Ce qu'il falloit trouver. 











H ij 


Fic. 27. 
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Ex E Mtp E Fi 4. 


41. Soit uy—s—7z;—1t, dont la différence eft z dy 
+ ydu—ds=— 217d7— dtr,ce qui donne (après la fubfti- 
Abudy—2uydy. 

407—+ab 2 
4abuyy— 2auÿ 

4b2+abzt 


cution faite) d7 — & en mettant cette va- 





ayydz 
LES 








leur dans , on trouve À T1 — 


EXEMPLE, [I 
42,4Soit s—121, donc ds —2dt, c'eft-à-dire —udy— 
—adz,oud7=— SAT partant À 7° (22) 7, 
72: a 7? dY ZT 
Si la ligne B N eftun cercle qui aît pour centre le point 
À , & pour rayon la droite AB = AN—c, & que FO foit 
fe 
y 2 
courbe Z M fait une infinité de retours autour du centre 4 
avant que d'y parvenir ( puifque l’efpace FE G Q devient 
infini lorfque le point G tombe en A4), & que AT — 


y, D'où l’on voit que la raifon de 4 M à A T eftconftante ; 


& partant que l’angle 4 M T'eft par-tout le même. | 
La courbe Z M eft appellée en ce cas Logarithmique [pi- 


rale. 





il eft clair que la 


une hyperbole telle que GQ (4) — 


On demande léquation de la courbe Z M, dont la tangente MT. 
feroit toujours un angle conftant avec le rayon 4 N. Imaginons qu’on 
ait abaïflé du point M fur 4 B une ordonnée perpendiculaire Y; nom- 
mons de plus # l'abciffe correfpondante prife du point 4, € l'angle 
NAB,S arc LM. Le fupplément de l'angle 4 MT eft la fomme de 
deux angles , dont l’un eft le complément de €, & l’autre (Note 2,n°.1) 

AXIS AY: d'Ycof E— 4 Xfin.€ 
fi HAE SAMIR 

a pour finus & cofinus RTS donc 2. AM RE 
Mais le rayon étant pris pour l'unité, Y = y fin. 6, X= y cof. €, dS — 
Vdy+ y" dc; donc fin. A MT — #4 


5 & comme ce 
Vdy + y 46? 
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finus doit ètre une quantité conftante , on aura l'équation. y de — 





rm, ? d 2 ù 
g V dy y dr ;ou y dé — : 7. » OU même encore, en faifant 
D 
is : 
: + d M Let à 
pour fimplifier V ee = . ,cde = ft 2 ; c'eft-a-dire qu'on 
| 34 


aura l'efpace circulaire 2 4 N proportionnel à l’efpace hyperbolique 
GQFE. On peut encore tirer de la même équation différentielle 


CC— Le log. — (Note 2,n°.4); on voit donc que la courbe LM, 


qui fait une infinité de tours autour du centre À, eft conftructible par 
la logarithmique. Ce font ces deux propriétés qui lui ont fait donner le 
nom de fpirale logarithmique. 


PRROrP OS ON CIE VE 
Théoréme. 


43. Sotent [ur un même plan deux courbes quelconques 
AMD ,BMC qu: fe touchent en un point M, 6 forr fur le 
plan de la courbe BMC un pornt fixe L. Sz l’on conçort à 
préfent que la courbe BMC roule fur la courbe AMD ex 
s’y appliquant continuellement enforte que les parties révo- 
lues AM, BM /ozent toujours égales entre elles ; 11 eft vi- 
Ji6le que le plan BMC emportant le pornt L, ce pornt décrira 
dans ce mouvement une efpece de roulette \LK. Cela pofe, 
je dis que fi on mene dans chaque différente pofition de la 
courbe BMC ( du point décrivant L au point touchant M) 
la droite LM; elle fera perpendiculaire a la courbe ILK. 


Car imaginant fur les deux courbes 4MD , B MC deux 
parties Mm, Mm égales entre elles & infiniment petites , 
on les pourra confiderer * comme deux petites droites qui 


font au point M un angle infiniment petit. Or afin que le : 


petit côté M m de la courbe ou poligone B MC tombe fur 
le petit côté Mm du poligone AMD , il faut que le point 
Z décrive autour du point touchant 47 comme centre un 
petit arc Z Z. Il eft donc évident que ce petit arc fera par- 
tie de la courbe Z LK ; & par conféquent que la droite MZ, 


Frc, 29: 
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qui lui eft perpendiculaire, fera auffi perpendiculaire {ur la 
courbe ZZK au point Z. Ce qu'il falloit prouver. 


PERRO LP OS FALL ON A Ve 
Problème. 


44. Soit un anple rectiligne quelconque MLN , dont les 
côtés LM, LN touchent deux courbes quelconques AM, 
BN. Sz l’on fait pliffer ces côtes autour de ces courbes , en- 
forte qu’ils les touchent continuellement ; 1l eft clair que le 
fommet L décrira dans ce mouvement une courbe XLK. I] eft 
queftion de mener une perpendiculaire LC fur certe courbe , 


la pofition de l’angle MLN étant donnee. 


Soit décrit un cercle qui pafle par le fommet Z, & pa 
jes points touchants 7, N; foit menée par le centre C de 
ce cercle la droite CL : je dis qu’elle fera perpendiculaire à 
la courbe 2 ZK. | 

Car confidérant les courbes AM, B.N comme des po- 
ligones d’une infinité de cotés tels que Mm, Nn; il eft évi- 
dent que fi l'on fait glifler les côtés ZM, LAN de langle 
reiligne M LN, qu'on fuppofe demeurer toujourslemême, 
autour des points fixes M, N, (on confidere les tangen- 
tes ZM, ZL N comme la continuation dés petits côtés Mf, 
No) jufqu'à ce que le côté ZM de l'angle tombe fur le pe- 
tic côté M du poligone AM, & l’autre côté ZN fur le 
petit côté Vr du poligone BN ; le fommet Z décrira une 
petite partie ZZ de l'arc de cercle MZLN, puifque par la 
conftruction cet arc eft capable de l'angle donné MZN. 
Cette perite partie Z Z fera donc commune à la courbe ZZK ; 
&c par conféquent la droite CZ, qui lui eft perpendiculaire, 
fera aufli perpendiculaire fur cette courbe au point Z. Ce 
qu'il falloit démontrer. 


PrRropPosiTronN XVI. 
Problème. 


45. Soit ABCD une corde parfaitement flexible, à la- 
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quelle foient attachés différens poids À, B,C, &c. qui aient 
entre eux tels intervalles AB, BC, Éc. que l’on voudra. Si 
l’on traîne cette corde [ur un plan horizontal par l’extrémité 
D, Ze long d’une courbe donnée D P ; zl eft clasr que ces poids 
fe difpoferont enforté qu'ils feront tendre la corde, & qu'ils 
décriront enfuite des courbes AM, BN, CO, &c. On de- 
mande la maniere d’en tirer les tangentes, la pofition de la 
corde ABCD érant donnée avec la grandeur des poids. 


Dans le premier inftant que l'extrémité D avance vers P, 
les poids À, B, C décrivent ou tendent à décrire autant de 
petits côtés Aa, Bb, Cc des poligones qui compofent les 
courbes AM, BN, CO ; & par conféquent il ne faut pour 
en mener les tangentes 4B, BG, CK, que détérminer 
la direétion des poids 4, B, C dans ce premier inftane, 
c'eft-à-dire la polition des droites qu'ils tendent à décrire. 
Pour la trouver, je remarque 

1°. Que le poids À elft tiré dans ce premier inftant fui- 
vant la direétion 4B , 8 comme il n’y a aucun obftacie qui 
s’oppofe à cette direétion, puifqu'il ne traîne après lui au- 
cun poids, il la doit fuivre ; & partant la droite 48 fera 
la tangente en À de la courbe 4 M. 

2°, Que le poids B eft tiré fuivant la dire&tion B C ; mais 
parcequ'il traîne après lui le poids À qui n’eft pas dans cette 
direction , & qui doit par conféquent y apporter quelque 
changement, le poids B n’aura pas {a direétion fuivant BC, 
mais fuivant une autre droite BG, dont 1l faut trouver la 
pofition. Ce que je fais ainfr. 

Je décris fur BC comme diagonale le reétangle EF, 
dont le côté BF eft fur 4B prolongée, & fuppofant que 
la force avec laquelle le poids B' eft tiré fuivanc BC, s'ex- 
prime par BC; il eft vifible par les regles de la Mécani- 
que, que cette force B C fe peut partager en deux autres 
BE & BF, ceft-à-dire que le poids B étant tiré fuivant la 
direétion B C par la force BC, c’eft la même chofe que sil 
étoit tiré en même temps par la force B Æ fuivant la direc- 
tion BÆ', & par la force BF fuivant la direion BF. Or 
le poids À ne s’oppofe point à la direétion BE, puifqw’elle 
lui eft perpendiculaire ; & par conféquent la force BEF fui- 
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vant cette direction demeure toute entiere : mais il s'op- 
pofe avec toute fa pefanteur à la diretion BF. Afin donc 
que le poids B avec la force BF vainque la réfiftance du 
poids À, 1l faut que cette force fe diftribue dans ces poids 
à proportion de leurs mafles ou grandeurs : c’eft pourquoi 
fi lon divife Æ € au point G , enforte que CGfoità GE 
comme le poids À au poids B ; il eft clair que £°G expri- 
mera la force reftante avec laquelle le poids B tend à fe 
mouvoir fuivant la direétion B F', après avoir vaincu la ré- 
fiftance du poids À. Il eft donc évident que le poids B eft 
tiré en même temps par la force B Æ° fuivant la direétion 
BE, & par la force Æ G füivant la direttion BF ou EC ; 
& partant qu'il tendra à aller par B G avec la force BG : 
c'eft-à-dire que B G fera fa direétion, & par conféquent 
rangente en B de la courbe BN. 

3 . Pour avoir la tangente CK, je forme fur CD comme 
diagonale le reétangle A7, dont le côté CZ eft fur BC 
prolongée; & je vois que le poids B ne réfifte point à la 
force C A avec laquelle le poids C'eft tiré fuivant la direc- 
on CA, mais bien à la force CZ avec laquelle il eft tiré 
fuivant la dire@ion CZ, & de plus que le poids À réfifte 
aufli à cette force. Pour favoir de combien, je tire 4Z 
perpendiculaire fur CB prolongée du côté de B, & je re- 
marque que fi À B exprime la force avec laquelle le poids 
A eft tiré fuivant la direion AB, B L exprimera celle avec 
laquelle ce même poids À eft tiré fuivant la direction BC; 
de forte que le poids € avec la force CZ doit vaincre le 
poids entier B , & de plus une partie du poids À qui eft à ce 
poids 4 comme B Zeftà B 4, ou B Fa BC. Si donc l’on fait 


B HÉE CIDK . K H il eft clair que CX fera la direc- 


tion du poids C, & par conféquent la tangente en C de la troi. 
fieme courbe CO. 

S1 le nombre des courbes étoit plus grand , on trouveroit 
de la même maniere la tangente de la quatrieme, cinquie- 
me, &c. Et fi l’on vouloit avoir les tangentes des courbes 
décrites par les points moyens entre les poids, on les trou- 


veroit par l'art 36. SECTION 





DES INFINIMENT PETirs. /, Part. 6s 





SECTION III 
Ufagé du calcul des différences pour trouver les plus 


grandes les moindres appliquées , où fe rédurfent 
Les queftions De Maximis & minimis. 


e 


PE LNITION LI 


S o1T une ligne courbe M D M dont ies appliquées P M, Fic. 31: 
FE D, P M foient paralleles entre elles ; & qui foit telle 32. 
que la coupée À P croiffant continuellement ; l’appliquée 75: 
P M croifle aufli jufqu'à un certain point Æ, après lequel 3% 
elle diminue ; ou au contraire qu’elle diminue jufqu’à un 
certain point Æ , après lequel elle croifle. Cela pofé, 

La ligne Æ’ D {era nommée /a plus grande , ou la moin- 
dre appliquée. 


D Este THON El 


Si lon propofe une quantité telle que P M7, qui foit 
compofée. d’une ou de plufeurs indéterminées telles que 
À P, laquelle 4 P croiflant continuellement , cette quan- 
tité P M croifle auffi jufqu'à un certain point £ , après le- 
quel elle diminue, ou au contraire ; & qu'il faille trouver 
pour À P ,une valeur 4 Æ' telle que la quantité Æ£ D quien 
eft compofée , foit plus grande ou moindre que toute autre 
quantité P M femblablement formée de 4 P. Cela s'appelle 


une queftion De maxzmis é minimes. 
DR O PO SAT 10 N GENE R. À ILE. 


46. La nature de la ligne courbe M D M étant donnée ; 
trouver pour À P une valeur ÂE telle que l’appliquée ED, 
foit la plus grande ou la morndre de [es femblables P M. 


Lorfque 4P croifflant, P M croît aufli; il eft évident * # 4, 8 Lo. 
que fa différence Re fera pofitive par rapport à celle de 
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A P; & qu'au contraire lorfque PM diminue , la coupée 
A P croiflant toujours , {1 différence fera négative. Of toute 
quantité qui croît ou diminue continuellement, ne peut de- 
venir de pofitive négative, qu elle ne pañle par l'infini ou 
par le zéro; favoir, par le zéro lorfqw'elle va d’abord en 
diminuant, &z par l'infini, lorfqu'elle va d’abord en aug- 
mentant. D'où il fuit que ‘la différence d’une quantité qui 
exprime un plus grand ou un morndre , doit être égale à à 
zéro où à l'infini. Or la nature de la courbe M D M étant 
* Se1ou2. donnée, on trouvera * une valeur de Ry», laquelle étant 
égalée d'abord à zéro , & enfuite à l'infini, fervira à décou- 
vrir la valeur cherchée de AE dans l’une ou l'autre de ces 


{uppofñtions. 


EE” RESTE 


ES 2 A mg 
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REMARQUE. 


Fic. 31.32. 47. La tangente en D eft parallele à l’axe 4 B lorfque Ia 
différence R m devient nulle dans ce point ; mais lorfqu’elle 
devient infinie , la tangente fe confond avec l'appliquée £ D. 
F6: 335.54 D'où l’on voit que la raifon de 7 R à RM, qui exprime 
celle de l'appliquée à la fous-tangente, eft nulle ou infinie 
fous le point D. 
On conçoit aifément qu'une AE qui diminue con- 
tinuellement , ne peut devenir de politive négative fans 
pafler par le-zéro ; mais on ne voit pas avec la même évi- 
des que lorfquw elle augmente, elle doive pafler par l’in- 
fini. C'eft pourquoi, pour aider limagination , foient en- 
Fic, 31.32. tendues des tangentes aux points M, D, M; il eft clair 
dans les courbes où la tangente en D et Free à l’axe 
AB , que la fous-tangente P T' augmente continuellement 
à mefure que les points M, P approchent des points D, E'; 
& que le point M tombant en D, elle devient infinie ; 
& qu'enfin lorfque AP furpañle 4E, la fous - tangente 
* Ar 1o. PT devient * négative de poftive qu’elle étoit, ou au 
contraire. 
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NO T3ES LIT. 


z d'y 
/ : 2 9 / ] 
1. Le rayon étant pris pour l'unité, TE eft la tangente de l'angle que 


: à : * dx ! 

la droite 47 T fait avec la ligne des abcifles ,* & Fe la tangente de l’an- 
Ye 

gle que la même droite fait avec l’ordonnée. Il fuit de là qu’au point où 


; : d 
la tangente de la courbe eft parallele à la ligne des abciffes, on a 7—0 : 
x 


À A ; ’ 
& Pre O au point où la tangente eft parallele aux ordonnées. 
Y 


Soit 4 D B une ellip{e dont je nomme le demi-grand axe 4 E , 4, le 


. : b 
demi-petit axe £ D, b; on aura —=— CREER SC LE EE 


Br _(a—x)dx 


Rein . Pour trouver les points où la tangente T M devient 
a° Vi1ax—x° à 





\ , M. 
parallele à la ligne des abciffes , il faudra faire É nul où z— x —0o, 
X 


ce-qui donne x — 4 ; 1l n’y a donc de tangentes paralleles à la ligne des 
abciffes que celles qui paflent par les extrémités du petit axe. En faifant 


1 € . 
== nul où 2ax— x — 0, on trouvera celles qui font paralleles aux 
Ÿ 


ordonnées; or l'équation précédente étant du fecond degré , on a deux 
valeurs de x, o-& 2 4 , qui indiquent deux points où la tangente devient 
parallele à la ligne des ordonnées , & que ces points font les extrémités 
du grand axe. | 

Dans cet exemple aux points où la tangente devient parallele à la ligne 
des abciffes, répondent deux ordonnées qui font les plus grandes de tou- 
tes les ordonnées au grand axe de l'ellipfe ; & aux points où elle devient 
parallele aux ordonnées , répondent deux abaifles, l’une — o, qui eft 
un minimum, l'autre — 24, qui eft un 2aximum. Toutesles fois qu'il 


y a un »4aximum OÙ UN 772272 IUT d’abaifles , la tangente eft parallele aux 


; dx : - 
ordonnées , & — eft nul ; la tangente eft parallele à la ligne des abciffes 
y 


d | . . . . . ’ 
& Æ eft nul, toutes les fois qu'il y a un #2ax/mum où un #inimum d’or- 
x 


données. Mais l’inverfe de cette propofition eft-elle toujours vraie ? 


Ti 


Fic. 31. 


*Note2, 
RAT A 
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Cette queftion mérite d’être examinée; ce que nous ferons lorfque nous 
aurons mis fous une forme plus commode le théorème démontré Note 1, 
n°6. 

2. Selon ce théorème , y étant l’ordonnée qui répond à Pabaifle x, 
on a pour l’ordonnée Y, qui répond à l'abaflex+zax, 


(LD CE | Le À 























nd ( I 71 
Y—=y+74y +7. A 24-71. : y &c. 
On EN cette formule en la fuivante . 
Ay n— mr n—2 PIRTEMERZ CN ER Afy | 
P=y+ndx tn. — ——<Nx RENAN es Art. Re —+ &c. 


Mais on peut pédnes que z augmente sauie Rae tandis que À x 
diminue, & cela de maniere que À x devenant nul, z À x devienne® , 
quantité indéterminée que nous défignerons plus fimplement par 4. De 


: 293 A y A y 
lus, lorfqaue À x devient nul. les rapports —— &c.(N.7r 
Es 3 ? ARRET MEN E s 





: d d d'y 2 —1I 
9 410:;) deviennent seb ‘ + ; à &c,; & les quantités 72. AXE 
dx” dx°? dx 2 


n°'Ax° nr Ax SR CAE: Les Jen n° À x} n° A x° 
AX 51e . RAXÎ== 
Z Z 2 3 258 























AXE 





_. 


A x”, &c. fe changent en L , Z , &c. Or comme notre formule 
risvecit | 


nAkx 





doit être vraie, quelle que foit la valeur de À x 5 il fuit de ce qui pré- 
cede que fi Y défigne ce que devient y lorfque x fe change enx + g;, 
on doit avoir : 


dy Pie y OT ET 
re EEE | 
7 +17 et dx 1.2,.3.4 4% 








On en tirera fémene que fi Z défigne ce que devient y lorfque x fe 
change en x — 4, on doit avoir 


dy GRO is ag REY RARE A 
Rogue nt, SERA EN ATOUT SRE NE En Tate cond Lam der 
Y L 7x FRS S d x° ROUE Di Unes y d xt 


3. Si Pordonnée y eft un plus grand ou un moindre, l’ordonnée qui 
précede , & celle qui fuit immédiatement , doivent être moindres ou 
plus grandes qu’elle; ces ordonnées étant F&Z, elles doivent être 
l'une & l’autre moindres que y, fi celle-ci eft un plus grand, & plus 


; 4 
grandes fi elle eft un moindre. Mais r étant nul, on a 
X 











DES INFINIMENT:PETiTs. . Part. 69 











ges d'y ES A SE MAÉ 
= nt ie ct = s'4e 
Ye dx° 12437 ax 12344 BARS 2 
hndiynfs Sa) \e ain Sy 
AE RE EE Re nd ne D ie ms bd EU 2 — &c. 
db Er dx D PP EE AE SE dx? 5 


où nous fuppofons g une quantité très petite, Or il eft clair qu’elles fe- 


2 2 ® . \ d 
ront l’une & l’autre plus grandes où moindres que y au point où = eft 
De 


2 


nul, f. à ce mêmepoint ee a une valeur réelle ; elles feront plus gran- 
REP 


des fi cette valeur eft pofitive, & moindres fi elle eft négative ; dans le 
premier cas y fera un w2i7imum, & un maximum dans le fecond cas. Si 


, , * d° Y d> Y. . . 
au point en queftion La eft nul fans que STE le foit ; cette derniere 


quantité n'ayant pas le même figne dans les valeurs de Y & Z, l’une de 
ces deux ordonnées ne pourra être moindre ou plus grande que y, fans 
que l’autre foit plus grande ou moindre, & dans ce cas y ne fera ni un 


d : > À . d'y d - Y d? 2: 
maximum , Ni UN 7irimum. Au mème point F Adues 21. font nulles 
ATX = x > 


d* : 
ê& _. a une valeur réelle; alors Y & Z feront l’une & l’autre moindres 
X 


que y fi cette valeur eft négative, & plus grande fi elle eft pofitive; dans 
le premier cas y fera un maximum & un minimum dans le fecond cas. 
En général pour qu’à un point quelconque l’ordonnée y foit un #axi- 
num Où un rrinimum , 1l faut que le nombre des différentielles fuccefli- 
ves de cette fonction, qui deviennent nulles à ce point , foit impair ; elle 
fera un maximum fi la différentielle qui fuit celle qui a difparu la der- 
niere eft négative , un minimum fi elle eft pofitive, 

On ne demandera pas, fans doute, pourquoi l’une des différentielles 
paires ne difparoïflant pas dans les valeurs de Y & Z, ces quantités 
font toujours plus grandes où moindres que y; pourquoi, par exemple, 


d x À : : 
— étant réel & pofitif, ces quantités font plus grandes que y ; car ayant 
x z 


fuppofé q très petit, on doit voir que les termes qui fuivent celui où fe 


d° at ; e 
trouve ee étant multipliés par les puiffances fucceflivesde leur fomme, 
RE 


: k à 2, dt 
quel que foit le figne de chacun , doit ètre moindre que e 5 ; 








te 


RE 


on te se - mm z 4 + 
SR ER RE Se. un JT JT 3 
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E-x-E-M-P L-E -L 


48. Suppofons que x5 + y —=axy(AP=ix, PM =); 
À B — a) exprime la nature de la courbe A7 D M. Onaura 
en prenantles différences 3xxdx + 3yydy=—=axdy+aydx, 


dx3xxd 
& dy =? XX xAXx 
JB em Cr: 


= ! , 2 . 2,42 . 
le point cherché Æ', d'où l'on tire y=—*; & fubftituant 


— 0 lorfque le point P tombe fur 


cetre valeur à la place de y dans l’équation x3 + y3—4axy, 
I , 
on trouve pour ÀÆ une valeur x — A ÿ 2 telle que l’ap- 


pliquée Æ D fera plus grande que coutesfes femblables P A. 


EXEMPLE. ET. 
: z 
49. Soit y — a ==a° x a—x", l'équation qui exprime la 
nature de la courbe 7 D M. On aura en prenant les dif- 


2 dxŸ/a 


3) 
3Va—x 











“1 \ ; 

férences, dy —— que j'égale d'abord à zéro ; mais 
. . 3 o 
parceque cette fuppoñtion me donne — 24dxÿa=— 0 qui 
ne peut faire connoître la valeur de 4 E, j'égale enfuite 


l'infini, ce qui me donne 3ÿ a — x — 0, d’où 
3 Va—x 
lon tire x — a, qui eft la valeur cherchée de 47, 


ExEmpLe III. 


so. Soit une demi - roulette accourcie 4 MF, dont la 
bafe B F eft moindre que la demi-circonférence 4 NB du 
cercle générateur qui a pour centre le point C. Il faut dé- 
rerminer le point Æ fur le diametre PB, en forte que l’ap- 
pliquée Æ D foit la plus grande qu’il eft poflible, 

Ayant mené à difcrétion lappliquée PM qui coupe le 
demi-cercle en V , on concevra à l'ordinaire aux points 
M ,N\, les peuits triangles MRm,NS n,8 nommant les in- 








# 
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déterminées AP, x; PN,7;larc AN, u; & les données 
ANB,a;BF,6; CA où CN, c; lon aura par la propriété 
de la roulette ANB(a).BF(b):: AN(u).NM—"?#. 


Donc PM=—7+ & fa différence Rm— PARIS — 
lorfque le point P tombe au point cherché Æ. Or les trian- 
cles retangles NS z, N PC font femblables; car fi l’on ôte 
des angles droits CNzr, PNS, l'angle commun CWS, les 
reftes SN, P.NC feront égaux. Et partant CN(c).CP 
(c—x)::Nn(du).Sn(d7) amer Doncen met- 


C 





tant cette valeur à la place de d'z dansa dy? +bdu—0o, 


. acdu—axdu+bcdu 
OMCOUNER 





RACE 
: — 0 , d’où l’on tirera x (qui 


eft en ce cas AE )=c+". 
Il eft donc évident que fi l’on prend CE du côté de B 


quatrieme proportionelle à la demi-circonférence ANB, 
à la bafe BF, & au rayon CB, le point Æ fera celui qu'on 
cherche. 


EX2E M 2 Le 4 V. 


5 r. Couper la ligne donnée 4B en un point Æ , en forte 
que le produit du quarré de l’une des parties 4Æ par l’autre 
E B, {oit le plus grand de tous les autres produits formés 
de la même maniere. 

Ayant nommé l'inconnue AE ,x; 8 la donnée 4 B,a; 


onaura AEXEB—a xx— x, quidoitétreun plus grand. 
C’eft pourquoi on imaginera une ligne courbe M D M, 
telle que la relation de l’appliquée MP (y) à la coupée 
A P (x )foit exprimée par l'équation y = = — ; & on 
cherchera un point Æ tel que lappliquée Æ D foit la plus 
grande de toutes fes femblables P A7, ce qui donne dy 


SE dx - 
— PORTE EEE — d'où l'on tire AE (x) — — a. 





a a 
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SO M Ve 2 SEE D nee RME En mi nn un 


= CEEST ET 


a = 
rte 


ee me 


See — 
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, 15 \ m S voi e 
Si lon veut en général que x Xa—x foit un plus grand 
(72 8 n peuvent marquer tels nombres qu’on voudra ) 1l 
faudra que la différence de ce produit foit égale à zéro 








MI] 


ouàlinfini,cequidonnemx dxxa—x — n.a—x 


n —— 


D 'ue;;:I 


I=—1 —— fl — 


m ue I 
dx xx —0,d'ouendivifantparx Xa—x. dx, l'on 
. mt 
tiream—mx—nx—=0,& AE (x)—=—— a. 
NM+H+n 

Sim—2,8n—— 1, l'on aura AE —2a, & il faudra 
alors énoncer le problème ainfi. 

Prolonger la ligne donnée AB du côté de B en un point 





( AE 
EF, enforte que la quantité = 


un plus grand ; car l'équation à la courbe M D M fera 


XX ” 


te un motndre, & non pas 





— y, dans laquelle fi l’on fuppofe x =1 4, l’appliquée 


mn M qui devient B C fera —, c'eft-à-dire infinie ; 8 fuppo- 


fant x infinie, l’on aura y = x, c'eft-à-dire que l’appliquée 
{era auf infinie. 


2 


x dy 20X%— x d°y 














Sim—2&n—— 1, l’on aura y — — — H 
r 4 a—x dx Ca—x } 4 x° 
2 
24. d° 4 
= Ontiren de = OX 12 42 QUI rend = = négatif 3 
(a— x } dx 
donc pour x == 2 4, y feroit un maximum. Mais la Fu de 24 


pour x rend aufli y négatif, ce qui ne doit pas être; on en conclura que 
le point Æ-ne peut pas être pris entre le point 4 &le point B, mais fur 





#*.. dy 
le prolongement de 4 B du côté de B. Alors y= — , — — 
x—a4 dx 
x*—2ax d° 2 4° 
ue _ D & comme par la fubftitution de 2 a pour x, 
Li 4)" XX? X = (1 





, il eft clair qu’en prenant fur 4 B prolongée, 4E 


| 


E : à 
= 24,0na = qu eft un moindre, 


| à 


Si 
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Sim=1,8&n——2, l'on aura AE —— 0; d'où il fuit 
que l’on doit énoncer le problème alors en cette forte. 
Prolonger la droite donnée AB du côté de 4 en un 
; Pr AESAB >. 
point Æ, enforte que la quantité == foit plus grande 
| B E 





APx4B 


que toute autre quantité femblable 








2 3 


FX EMMmMLE : V: 


52. La ligne droite 4 B étant divifée en trois parties 
AC, CF, FB, il faut couper fa partie du milieu CF'au 
point Æ , enforte que le rapport du rectangle AF x EB 
au rectangle CÆ x EF foit moindre que tout autre rapport 
formé de la même maniere, 

Ayant nommé les données AC ,a; CF,8; CB,c; & 
Pinconnue CE , x; l'on aura AE —=a+x, EB—c—%x, 


EF=—6—x,& partantlerapportde AEXE BàiCEXEF. 


—1X—%XX ‘ . « » 
qui doit être ur morndre. C’eft pour- 


quoi fi l’on imagine une ligne courbe M DM, telle que la 


relation de l’appliquée PM (y) a la coupée CP (x) foit 


{era 


AAC TACX—AAX mAXX 


exprimée par l'équation y = , la quef. 


bx—xx 
tion fe réduit à trouver pour x une valeur CÆ telle que 
lappliquée Æ£ D foit la moindre de toutes fes femblables 
P M. On formera donc ( en prenant les différences, & di- 
vifant enfuite par adx) l'égalité cxx —axx — bxx + 2acx 
— abc=0, dont l’une des racines réfout la queftion. 


. À ; I 
Sic— a +6, l'on aurax=— — 6. 


ÉXSEMM PTE VE 


$3. Entre tous les cones qui peuvent être infcrits dans 
une fphere, déterminer celui qui a la plus grande furface 
convexe. | | 
à . ! # ' . . 
La queftion fe réduit à déterminer {ur le diametre 4B 
K 
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Fire, 30. 
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du demi-cercle 4FB le point Æ, enforte qu'ayant mené 
la perpendiculaire Æ F, & joint AF , le reétangle AF%x FE 
foit le plus grand de tous fes femblables AN x NP. Carfi 
l'on conçoit que le demi-cercle 4 F'B fafle une révolution 
entiere autour du diametre AB, 1l -eft clair qu'il décrira 
une fphere , & que les triangles reétangles AE F, APN 
décriront des cones infcrits dans cette fphere, dont les 
furfaces convexes décrites par les cordes AE, AN, feront 
entre elles comme les reétangles AFxFE,ANx NP. 
Soit donc l’inconnue AE —x, la donnée 4AB—x, on 


aura par la propriété ducercleAF=vax,EF=- Vax—xx; 
& partant AFx FE = a a x x — a xi,qui doit être un plus 


grand. C’eft pourquoi onimaginera une ligne courbe M D M 
celle que la relation de lappliquée PM (y) à la coupée 





Vaaxx — a x 








À P (x) foit exprimée par l'équation is 64 
lon cherchera le point £', enforte que l’appliquée £ D foit 
plus grande que toutes fes femblables P M. On aura donc 


- 2axdx—3xxdx 
en prenant la différence 


AE (x) = <a. 








, N e 
0, d'où lon tire 
2V0uaXxx — 4x3 


ExEMPLE VIL 


54: On demande entre tous les parallélipipedes égaux à 
un cube donné 45, & qui ont pour un de leurs côtés la 
droite donnée 2 , celui qui a la moindre fuperficie. | 

Nommant x un des deux côtés que l’on cherche, l’autre 


æ = - à 
fera ; & prenant les: plans alternatifs des trois côtés 


DEL _. du parallélipipede , leur fomme favoir 4x + < 


à Sidoue « ° . ; 
+ — fera la moitié de fà fuperficie qui doit être #7 moin- 


dre. C'eft pourquoi concevant à l'ordinaire une ligne 


ET ; - bx aa aa ; 
courbe qui aitpour équation —+=+ = 7, l'on trou- 
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aadx 





re bdx 
vera en prenant la différence — — — 0, d'où l’on 


X X 
. a} Là < A1 
tire xx — 5; ŒIX =; de forte que les trois côtés du 
parallélipipede qui fatisfait à la queftion, feront le pre- 
° a 5 a 8 A » 
mier 2 , le fecond V+ , & le troifieme y —. D'où lon 


voit que les deux côtés que l’on cherchoit, font égaux 
entre eux. 


Ex AE MPiLtEr VSEL 


5 5- On demande préfentement entre tous les paralléli- 
pipedes qui font égaux à un cube donné 43, celui qui a la 
moindre fuperficie. | 

Nommant x un des cotés inconnus , 1l eft clair par 
l'exemple précédent, que les deux autres côtés feront chacun 


V4 = ; 8 partant la fomme des plans alternatifs qui eft la 


Ÿ « ; a - NS 
moitié de la fuperficie, fera — + 2 VW aï x qui doit être 
> 2 . CS) dd’ dx à d F 
un moindre. C’eft pourquoi {a différence — +=" —0, 
:X X Va'x 
d'où l'on tire x—a; & par conféquent les deux autres 
côtés feront auffi chacun — a ; de forte que le cube même 


donné fatisfait à la queftion. 








ÉExEMPLE I X. 


56.Laligne AE B étant donnée de pofition fur un plan avec 


deux points fixes C', À; & ayant mené àunde fes points quel- 
conques P deux droites CP (4), PF(z); foit donnée une 
quantité compofée de ces indérerminées 4 87 7, & de tel- 
les autres droites données a, #, &c. qu'on'voudra. On de- 
mande quelle doit être la pofition des droites CÆ, EF, afin 
que la quantité donnée, qui en eft compofée, foit plus grande 
ou moindre que cette même quantité lorfqu’elle eft compo- 
fée des droites CP, PF, 

Suppofons que les lignes CÆ , Æ F'aient la pofition re- 
quife ; & ayant joint CF, concevons une ligne courbe D M 

K 1j 
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celle qu'ayant mené à difcrétion PO M perpendiculaire fur 
CF", l'appliquée OM exprime la quantité donnée : 1l ef clair 
que le point P tombant au point £, l’appliquée OM qui de. 
vient O D, doit être la moindre ou la plus grande de tou- 
tes fes femblables. Il faudra donc que fa différence foit alors 
égale à zéro ou à l'infini : c’'eft pourquoi fi la quantité don- 
née eft par exemple az +77, l'on aura adu+27d7—=o, 
& par conféquent du. — d7 :: 27. a. D'où l'on voit déja que 
dy doit être négative par rapport à du; c’eft-à-dire que la 
pofition des droites CÆ, Æ F'doit être telle que x croiflant, 
7 diminue. | 

Maintenant fi l'on mene Æ G perpendiculaire à la ligne 
AEB, & d'un de fes points quelconques G les perpendi- 
culaires GZ, GI {ur CE, Æ F; & qu'ayanttiré par le pointe 
pris infiniment près de £’, les droites CXe, Fe H, on dé- 
crive des centres C, F'les petits arcs de cercle E K,E H:on 
formera les triangles reétangles EZG&EKe, EIG & 
E He, qui feront femblables entre eux; car fi l’on Ôôte des an- 
cles droits GÆe,LE KlemémeangleZÆe,lesreftesZÆG, 
K E'e feront égaux ; on prouvera de même que les angles 
TE G, HEF'e feront égaux. On aura donc GZL.G1::Ke 
(du). He(—dz7) ::27.a. D'où il fuit que la poftion des 
droites CE, £ F'doit être telle qu'ayant mené la perpendicu- 
laire £ G fur la ligne AE B ; le finus GZ de langle GE C 
{oit au finus G Z de l'angle G£ F', comme les quantités qui 
multiplient d7 font à celles qui multiplient d4. Ce qu'il fal- 
loit trouver. 


C'o R 0 L L'A IR E- 


57. Si l’on veut à préfent que la droite CE foit donnée de 
pofition & de grandeur , que la droite Æ F'le foit de grandeur 
feulement, & qu’il faille trouver fa pofition ; 1l eft clair que 
langle G£ C'étant donné, fon finus GZlefera aufli, & par con:- 
féquent le finus G / de l'angle cherché GE F, Donc fi londé- 
cric un cercle du diametre Æ G, & que l’on porte la valeur de 
GI fur fa circonférence de G en J; la droite Æ F qui pañle 
par le point / aura la pofition requife. 
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Soit au<+bz la quantité donnée; on trouvera G 1 — 
axGL 
b 
à EC &àÆF, la pofition de cette derniere fera toujours 
la même, puifqu’elles n’entrent point dans la valeur de G 7, 
qui par conféquent ne change point. Si a—6, il eft clair 
que la pofition de Æ’ F'doit être fur C Æ' prolongée du côté 
de Æ'; puifque G Z = G 7, lorfque les points C, Ftombent 
de part & d’autre de la ligne À Æ° B : mais lorfqu'ils tombent 
du même côté, l'angle FE G doit être pris égal à langle 


CE G. 





; d’où l’on voit que quelque longueur qu'on donne 


ESRPÆNCPIE 


58. Le cercle ÂÆ B étant donné de pofition avec les 
points C, F hors de ce cercle ; trouver fur fa circonférence 
le point Æ' tel que la fomme des droites CE, EF foit la 
moindre qu'il eft pofhble. 

Suppofant que le point Æ foit celui que l’on cherche , & 
menant par le centre O la ligne O Æ G , il eft clair qu’elle 
fera perpendiculaire fur la circonférence 4 Æ B ; & partant 
* que les angles FE G, CE G feront égaux entre eux. Si 
donc l’on mene £ Æ enforte que l'angle £ A O foit égal à 
l'angle CÆ O,& de même EX, enforte que l'angle EX O 
foit égal à l'angle F Æ O, & les paralleles £ D,ELiOF, 
OC ; on formera les triangles femblables OCE&OEA, 
OFE&OEK,HDE & K L E:;&8 en nommantles con- 
nues OE ouOAouOB,a; OC,B;, OF, c; & les in- 
connues OD ou LE, x; DE ou OZ, y; lon aura OH — 
2 OK—=E&HD(x—%).DE(y):KL(y—"<). 


C 
aa x aa . À 
LE (x). Doncxx———=7y7y — 7, qui eft une équa- 


tion à une hyperbole que lon conftruira facilement, & qui 
coupéra le cercle au point cherché Æ. 


Essen pur JE EXCEL. 


s9. Un voyageur partant du lieu C pour aller au lieu F, 


Fire, 42. 


Pre. 42: 


TATNST: 
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doit traverfer deux campagnes féparées par la ligne droite 
AEÆE_B..On fuppole qu'il parcourt dans la campagne du côté 
de C l’efpace a dans le temps c, & dans l’autre du côté de 
F' lefpace 5 dans le même temps c: on demande par quel 
point Æ de la droite À E B il doit pafler , afin qu’il emploie 
le moins de temps qu'il eft poflible pour parvenir de C en F 


Si lon fait a : CE(u)::e.— Et ô,Æ F(z):c£ Il eft 


. CL . ÿ. a‘ 
x a & C'k T e - 
clair que — exprime le temps que le voyageur emploie à par- 
‘ : c . ) 4: 
courir la droite C Æ, & de même que exprime celuiqu'il 
AR : | Cu c . 
emploie à parcourir Æ F'; de forte que re “+ doit être un 


moindre. D'où il fuit * qu'ayañt mené Æ Gperpendiculaire 
fur la ligne 4 B ; le finus de l'angle G Æ'Cdoit être au finus 
de l'angle GÆ'F', comme a eft à 4. 

Cela pofé, fi l’on décrit du point cherché Æ comme cen- 
tre de l'intervalle £ C le cercle C G À, & qu'on mene fur la 
droite AE B les perpendiculaires CA, HD, FB,& {ur 
CE ,£EF les perpendiculares GZL, GZ;lon auraa.b:: 
GL.GI. Où GL=—AE,8& GÎI=E D, parceque les 
triangles rectangles GE ZL& ECA,GEI8&EHD font 
égaux & femblables entre eux, comme il eft facile à prouver. 
C'eft pourquoi fi l’on nomme l’inconnue ÀÆ”, x; on trouvera 


ED = : & nommant les connues 4B,f; AC,g; BF, 
h; les triangles femblables £ B F, E D FH donneront £ B 


(f—x).BE(k)::ED (Æ).DAH=EE Mais à 


caufe des triangles reétangles £ D 7, FA C,qui ont leurs 
hypothénufes £ A, Æ C'égales, l'on aura ED +DH — 


X X 





= B—— ? x à : b b 

E À +AC , c'eft-à-dire, en termes analytiques, —° 
bbhhxx 

aaff—L2aafx+taaxx 

frations, & ordonnant enfuite l'égalité, «1 viendra 


—— 


— xx + gg. De forte que Grant les 
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aaxt == 24aafx3 + aaffxx — 2aaf22x DE aaff22 — 9, 
— bb + 2160f +aagg 
— bbff 
— bbhh | 
On peut encore trouver cette équation de la maniere qui 
fuit, fans avoir recours à l'exemple :. | 
Ayant nommé comme auparavant les connues 4 B, f; 
AC, g; Bf,h; & linconnue AE, x; on feraa. CE 
cV. BETFXX [ À | ï 
nr — au temps que le voyageur 


(Veg+xx)::c. 
emploie à parcourir la droite C Æ. Et de même 4. EF 


FFE TEE Ro) 1e PE RECENT —"au 


temps que le voyageur emploie à parcourir la droite £°F. 


: Vers x x VIFREN xxx +hh $ ; 
Ce qui fera EEE a DRE —— = à UN 7201/71- 


} ox dx cxdx—cfdx 
dre; & partant fa différence ———— MERS È PE SES Er 
aVgg+xx EVff—2fx+xxt+hh 
—o ; d'où lon tire, en divifant par cdx & en Otant les in- 
commenfurables, la même égalité que ci devant, dont l’une 


des racines fournira pour 4 £' la valeur qu’on cherche. 
Exemp»Le XII. 


Go. Soit une poulie F qui pend librement au bout d’une 
corde CF attachée en C, avec un plomb D fufpendu par la 
corde D FB qui pañle au-deflus de la poulie F', & qui. eft at- 
tachée en PB, enforte que-les points C, B fonc fitués daris 
la même ligne horizontale CB. On fuppofe que la poulie & 
les cordes n’aient aucune pefanteur ; & l’on demande en quel 
endroitle plomb D'ou la poulie F doit s'arrêter. 

IL eft clair par les principes de la Mécanique que le plomb 
D defcendra le plus bas qu'il lui fera pofible, au-deflous de 
l'horizontale CB ; d'ou 1l fuit que la ligne à plomb D FE doit 
étre un plus grand. C’eft pourquoi nommant les données 


CF,a; DFB,6; CB, c; & l'inconnue C£ , x; l'on aura 


Fic. 44. 
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LE: Vaa—xx, FB—Vaa HCC—2CX., & 
DFE —=6— V'aa+cc—2cx+Vaa—xxqui doicétreun 

















- d , d 
plus grand ; & partant fa différence SA LOT RER, 
aa cc—2cx Vaa = xx 


— 0, d'où lontire2cxi—2ccxx—aaxx—+aacc—=0o, & 
divifant par x—c, il vient 2cxx—aax—aac—=o, dont 
lune des racines fournit pour C Æ une valeur telle que la per. 
pendiculaire Æ D pañle par la poulie F & le plomb D lorf- 
qu’ils font en repos. 

On pourroitencore réfoudre cette queftion d’une autre ma- 
niere que Voici. \ 

: Nommant EL F,y; BF ,7; lon aura —7+y—à un 

plus grand; & partant dy= d'7. Oril eft clair que la poulie 
F'décrit le cercle CF 4 autour du point C'comme centre; & 
partant fi du point fpris infiniment près de F', l’on mene fR 
parallele à CB, & fS perpendiculaire {ur BF", l’on aura FR 
— dy,8& FS=— dy, Elles feront donc égales entre elles; 
& par conféquent les petits triangles reétangles FR, FS f, 
qui ont de plus l’hypothénufe F f commune, feront égaux 
& femblables ; d’où l’on voit que l'angle R F'f eft égal à l’an- 
gle S FF, c'eft-à-dire que le point F' doit être tellement 
fitué dans la circonférence F4, que les angles faits par les 
droites Æ£ F', FB fur les tangentes en F foient égaux entre 
eux : ou bien ( ce qui revient au même )queles angles BF€, 
D FC foient égaux. 

Cela pofé, fi l'on mene F A, enforte que l'angle FHC 
foit égal à l'angle CFB ou CFD; les triangles CBF, 
CF H feront femblables ; comme aufli les triangles rectan- 
cles ECF,E FA, puifque l'angle C FF eft égal à l'angle 
FH F, étant l'un & l’autre le complément à deux droits, 


des angles égaux F AC, CF D ; & par conféquent on aura 


 CH=<,&HE (x—%).EF(y)::EF(y).EC(x) 


C C 
| aax » 1 
Donc xx———7yy—aa— xx par la proprièté du 
2 AN ) A ! un e 
cercle, d'où l’on tire la même égalité que ci-devant. 
EXEMPLE 
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61. L'élévation du pole étant donnée, trouver le jour du 
plus petit crépufcule. 

Soit C lecentre de la fphere, APTOBHAQ le méridien; 
H D 40 lhorifon; Q Æ e T le cercle crépufculaire parallele 
à l'horifon; AM NB l'équateur ; FE D G la portion du pa- 
rallele à l'équateur, que décrit le Soleil le jour du plus petit 
crépufcule ,renfermée entre les plans de l'horifon & du cercle 
crépufculaire ; P le pole auftral; P£ M, P D N des quarts 
de cercle de déclinaifon. L’arc AZ Q ou O T du méridien 
compris entre l’horifon & le cercle crépufculaire , & l'arc 
O P de l'élévation du pole font donnés, & par conféquent 
leurs finus droits CZ ou F Z ou OX, & OY, L'on cher- 
che le finus C X de l’arc Æ£ M ou D N de la déclinaifon du 
Soleil lorfqu'il décrit le parallele £ D. 

S'imaginantune autre portion f ed g d’un parallele à l'équa- 
teur , infiniment proche de FE D G ,avec les quarts de cer- 
cles Pem, P dn;:il eft clair que le temps quele Soleil emploie 
à parcourir l'arc Æ D), devant être un morndre , la différence 
de l'arc M N qui eneft la mefure, & qui devient 77 7 lorfque 
FE D dèvient ed, doit être nulle ; d’ou il fuit que les petirs 
arcs Mm, Nn, & par conféquent les petits arcs Re, S d 
feront égaux entre eux. Or les arcs RE, S D étant ren- 
fermés entre les mêmes paralleles Æ D ,e d , font aufi égaux, 
& les angles en $ & en R font droits. Donc les petits trian- 
gles rectangles £ Re, DS d, que l’on confidere comme reéti- 
lignes * à caufe de l’infinie petitefle de leurs côtés , feront 
égaux & femblables ; & parconféquentles hypothénufes £'e, 
D d feront auf égales entre elles. 

Cela pofé , les droites DG, EF, dg,ef communes fec- 
tions des plans FE D CG, f e d g paralleles à l'équateur , avec 
l'horifon & le cercle crépufculaire , feront perpendiculaires 
fur les diametres FO, QT, puifque les plans de tous ces 
cercles font perpendiculaires chacun fur le plan du méridien; 
& les petites droites Gg, Ff feront égales entre SE , puif- 

15 


Frc. 45. 
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re, mnt 


que les droites FG, fe font paralleles. Donc VDé-Gz 
ou D G—dg=V Ee— Ff ou fe —FÆ. Orileft clair 


par ce que l’on a démontré dans l'article $o que fi l’on mene 
à difcrétion dans un demi-cercle deux appliquées infiniment 
proches , le petit arc qu’elles renferment, fera à leur diffé- 
rence, comme le rayon eft à la coupée depuis le centre; ce 
qui donne ici (à caufe des cercles ADO, OQET) CO, 
CG::Ddou£e. DG—dgoufe —FE::TQ.IF:-: 
CO+IQouOX.CG+7FouGZ. Mais à caufe des 
triangles rectangles femblables C7 O,CKG,F£ZG;,lon 
aura CO.CG OV GK. Er. GK'GL::CK. FL où 
OX. Donc OY.CK::OX.XOQ:: XQ.X 7 par la pro- 
priété du cercle : c’éft-à dire que fi l’on prend Q X pour le 
rayon ou finus total dans le triangle rectangle Q X° 77, dont 
l'angle Æ Q X'eft de o degrés, parceque les Aftronomes font 
l'arc A Q de 18 degrés, l’on aura comme le finus total eft 
à la tangente de 9 degrés , de même le finus de l'élévation 
du pole eft au finus de la déclinaifon auftrale du Soleil dans 
le temps du plus petit crépufcule. D'où il fuit que fi l’on 
Ote 0.8002875 du logarithme du finus de l'élévation dupole ; 
le refte fera le logarithme du finus cherché. Ce qu'il falloic 
trouver. | 


On pourra confulter fur ce problème l’Aftronomie fphérique de 
M. Mauduit , page 62 & fuivantes, 
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SEC sé OENEE V 


U/fage du calcul des différences pour trouver les points 
d'inflexion & de rebrouffement. 


C OMME l’on fe fervira dans la fuite des différences fecon- 
des, troiñiemes, &c. 1l eft néceflaire d’en donner une idée 
avant que d’aller plus loin. 


DE: Fir N D TION. LL 


La portion infiniment petite dont la différence d’une quan- 
tité variable augmente ou diminue continuellement , eft ap- 
pellée la différence de la différence de certe quantité, ou bien 
{a différence feconde. Ainfi fi lon imagine une troifieme appli- 
quée 29 infiniment proche de la feconde »p , & qu'on mene 
mS parallele à 4 B , & m H parallele à RS ; on appellera 7x 
la différence de la différence R m, ou bien la différence 
féconde de P M. 

De même fi l’on imagine une quatrieme appliquée o f 
infiniment proche de la troifieme z g, & qu'on mene x 7° 
parallele à AB, & n L parallele à ST; on appellera la diffé- 
rence des petites droites nr, Lo, la différence de la diffe- 
rence feconde , ou bien la dfférence trorfieme de PM. Et 


ainfi des autres. 


AVERTISSEMENT. 


On marquera dans la [urte chaque différence par un nom- 
bre de d qui en exprime l’ordre ou le genre. Par exemple, 
on marquera par à d la di ifférence Jéconde ou du fecond genre ; 
par ddd, {a différence zroifieme ou du troifieme genre ; par 
dddd, la différence quatrieme ou du quatrieme genre , & de 
même des autres. Ainfi ddy exprimera H N ; dddy, Lo 
— Hn,ox Hn—LO;éc. 

Quant aux puiffances de ces différences , on les marquera 

L i) 


Fre. 46. 
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par des chiffres poftérieurs mis au-deffus , comme l’on fart 
ordinairement celles des grandeurs entieres. Par exemple, Le 
quarré , ou le cube de dy fera dy*,ou dy3; le quarré, ou le 
cube de dd y fera dd y°, ou d d y; celui de d d d y fera dddy, 
ou dddy?; celur de d dd d y fera d d dd y*,ou ddddyi, &c. 


Co Ro TLATRE 


62. Si lon nomme chacune des coupées 4P , Ap,Ag, 
À f, x; chacuüne des appliquées PM, pm, qn,fo,7y; & 
chacune des portions courbes 4M, Am, An, Ao,u; il eft 
clair que dx exprimera les différences P p, pq, gf des cou- 
pées; dy les différences Rm, Sn, To des appliquées; & du 
les différences Mm,mn, n o desportions de lacourbe AMD. 
Or afin de prendre, par exemple, la différence feconde À » 
de la variable P M, il faut imaginer fur l'axe deux petites 
parties Pp, pq, & fur la courbe deux autres M m, mn pour 
avoir les deux différences Rm, S x; & partant fi l’on fuppofe 
que les petites parties P p, pq foient égales entre elles, 1l 
eft clair que dx fera conftante par rapport à dy & à du, 
puifque P p qui devient pq demeure la même pendant que 
Rm qui devient S z, & M m qui devient 22, varient. On 
pourroit fuppofer que les petites parties de la courbe My», 
m1 n {eroient égales entre elles, & alors dx feroit conftante 
par rapport à dx & à d'y; & enfin fi l’on fuppofoit que Êz & 
S x fuilent égales, dy feroit conftante par rapport à dx & à 
du,& fa différence À » (dd'y) feroit nulle. 

De même pour prendre la différence troifieme de P M, 
ou la différence de la différence feconde 1x, 1l faut imagi- 
ner fur l’axe trois petites parties Pp,pq,qf; fur la courbe 
crois autres Mm,mn, no; & fur les appliquées aufli trois au- 
tres Rm, Sn, To; &alorsonauradxou du ou dy pour conf. 
tante , felon qu’on fuppofera que les petites parties P p, pq, 
gf,ou Mm,mn,no,ou Rm,Sn, Fo font égales entre 
elles. Il en eft de même des différences quatriemes, cinquie- 
mes , &C. 

Tout ceci fe doit aufi entendre des courbes 4 M D, dont 
les appliquées BM,Bm, B npartenttoutes d’un point fixe B; 
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car pour avoir, par exemple, la différence feconde de BM, 

il faut imaginer deux autres appliquées B #7, B x qui fafenc 
des angles MB m,m B ninfiniment petits, 8e ayant décrit du 
centre B les perits arcs de cercle MR, m$; la différence 
des petites droites Rm, Sn, fera la différence feconde de 
BM; & l'on pourra prendre pour conftants les petits arcs 
MR , mS , ou les petites portions de la courbe M7, mn,ou 
enfin les petites droites Rm, $ 7. Il en va de même pour “Jes 
différences troifiemes , quatriemes, &c. de l’appliquée B A. 


REMARQUE. 


63. On doit bien remarquer, 1°. Qu'il y a différens ordres 
d'infiniment petits : que Rm , par exemple, eftinfiniment pe- 
tite par rapport à PM, & infiniment grande par rapport à 
Hn; de même que l efpace MP pm eftinfinimentpetit par rap- 
port à l’efpace AP M, & infiniment grand par rapport au 
triangle M R 7. 

2°, Que la différence entiere P feft encore infiniment pe- 
tite par rapport à AP; parceque toute quantité qui eft la 
fomme d’un nombre ni de quantités infiniment petites tel- 
les que Pp, pq, gf pat rapport à une autre 4 P, demeure 
toujours infiniment petite par rapport à cette même quantité : 
& qu’afin qu’elle devienne du même ordre, il faut que le nom- 
bre des quantités de l’ordre inférieur qui la compofe, foit 
infini, 

COROLLA TRE TE 


64. On peut marquer en cette forte les différences fecon- 
dans toutes les fuppofitions poflibles. 
*, Dans les courbes où les appliquées R, 78 font paral- 
eles entre elles, on prolongera la petite droite Mm en H 
où elle rencontre lappliquée S » ; & ayant décrit du centre 
m , de l'intervalle #2, l'arc 2, on tirera les petites droices 
nl, li, kcg paralleles à mS &à Sn. Gla pofé , fi l'on veut 
que dx foit conftante, c'eft-à-dire que MR foit égaleamS ; 
il eft clair que le triangle m SH eft femblable & égal au 
triangle MRm, & qu inf Zn eft day, ceft-à-dire la dif. 


Frc. 46. 


Fic. 48, 49. 
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férence de Rm & Sn, & Hk— ddu. Mais fi l'on fuppofe 


que du foit conftante, c’eft-à-dire que Mr =mnouàmk; 
il eft évident alors que le triangle 779k eft femblable & égal 
au triangle MRm, & qu'ainfi ke — ddy, & Spoucr— 
d'dx. Enfin fi lon prend d'y pour conftante , c’eft-à-dire » R 
— 7 $ , il s'enfuit que le triangle 777 / eft egal & femblable 
au triangle MRm, & qu'ainfizSour/—=ddx, &lk— 
dau. 
2°. Dans les courbes dont les appliquées BM,Bm,Bn, 
partent d’un même point P , l’on décrira du centre B les arcs 
MR,mS , que l’on regardera Ÿ comme de petites droites 
perpendiculaires fur Bm, B n; & ayant prolongé MmenÆ, 
& décrit du centre z, de l’intervalle 22, le petitarczkÆ, 
on fera l'angle Em = m B n, & l’on tirera les petites droi- 
tes z /, [r, Kcg paralleles à 1S & à S 7. Cela pofé, à caufe 
du triangle B S 77 retangle en S, l'angle BmS +mBnr,ou 
+ Em H vautun droit; & partant l'angle B #7 Æ vaut un droit 
+ S m À; il vautaufli le droit MRm+RMm, puifqu'il eft 
externe au triangle £ M m. Donc l'angle S 7 À — RM. 
Il fuit dececi, 1°. Que fi l’on veut que dx foit conftante, 
c'eft-à-dire que les peuits arcs MR , m S foient égaux entre 
eux, le triangle S 7 À fera femblable & égal au triangle 
RMm; & qu'ainfi An = dd y, 8& Hk— ddu. 2°, Que 


fil’on prend 44 pour conftañre , le triangle 977 K fera fem- 


‘blable & égal au triangle RM m; & qu'ainhi £c exprimera 


ddy,&Sgoucn,ddx. Enfin, 3°. Que fi lon prend dy 
pour conftante, les triangles zm 71, R Mm feront égaux & 


femblables; & qu'ainfi zS ou/r—= ddx, &1k= dau. 
PERSO PONS PP DONS 
Problème. 


65. Prendre la différence d’une quantiié compofee de dif- 
férences quelconques. 

On prendra pour conftante la différence que l'on voudra, 
&c traitant les autres comme des quantités variables, on fe 
fervira des regles prefcrices dans la Seétion premiere. 
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La différence de, en prenant dx pour conftante , 


» d d d dxdy° — ydyddx 
Go 34 , EI 





en prenant dy pour conftante. 


Vdx® + dy" en: ; 
Celle de CT, en prenant dx pour conftante, fera 


dy dx° dx +dy + © ST le tout divifé par dx, c'eft-à-dire 











Vadx' + dy ÿ° 
dd 
das eh FIST: 8 en-prenant dy pour conftante, elle 
dx V dx + dy° | 
dx° dax 
fera dydx dx? dx +dy" FE = = — zddx Vd xt + + dy, le 
dx 3 À 
RTE dzdx) + dydxdy* — >dy°ddx 
tout divifé oar dx, c’eft à dire TETE, 
dx! V dx + + dy 
La différence de Le en prenant dx pour conftante, 
Vdx® + dy 
y ac Es ydyddy. 


, le tout divifé par 





fera dy” + yddyV dx’ +dy — ar 


dx” dy” re 
d x° + dy Var + dy" 
PEER = HONTE IEE 
dx + dy'Vd x'+d y 

à 


dx dy Vdx + dy dx +dy* 
La différence de HART TRUE ES dxddy ? 


dx'+ dy", c'eft-à-dire - ; & en prenant dy 








pour conftante, elle fera 





en prenant dx 
homos ER EURS 
—3dxdyddy".dx"+dy" * +dxdddy.dx'+dy" * 
pour conftante, fera DE LE VARERR 
Mais il faut obferver que dans ce dernier cas il'n’eft pas 
libre de prendre dy pour conftante; car dans cette fuppofition 
fa différence dd feroit nulle, & par conféquent elle ne de- 


vroit pas fe rencontrer dans la quantité propofée. 
NOTE <T 


1. Toutes les queftions qu’on peut propofer fur les propriétésdes lignes 
courbes fe réduifent à trouver de certaines expreflions où entrent des co- 
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ordonnées de ces courbes , & les rapports entre les différentielles de ces 
; d 

co-ordonnées. Suppofons qu’une de ces expreflions renferme x , y, : 


Ne . - d 
& qu’on propofe de la différentier. En faifant TL —p;,onaura (N.1, 


n°. 19.) pout la différentielle demandée une quantité de cette forme 
Mdx+ N dy+ Pdp; & il ne fera plus queftion que de trouver la 
valeur de Zp. En différentiant l'équation dy — p dx en faifant tout 


, À di 
varier, on à d'y —p d'x+ dp dx, & par conféquent d p — — ns 
X 
d dy dx d'y 
Re . Nous avons trouvé dp égal à — , lorfque nous fuppoñons dx 
Li 
k : ES à d dy d? x 
conftant ; nous l’aurions trouve coal FR Free , fi nous avions fup- 
"+ 


pofé dy conftant. Mais la courbe étant déterminée, quelle qu’elle 
{oit , on doit trouver la mème chofe dans toutes les hypothefes. 
YP 


: ; $ : M—1 > 
Si, par exemple , y — x", d’où l’on tire dy —=1m x dx, &, fai- 





. M = 2 mM— 1 
fant tout varier , d'y —=m—1.x dx + mx dé RONE AUTA 


d° dy d°x —  m—2 
NT ht PR ICE SE Pt dx. On trouvera le mème réful- 


4 = M2 


dy ; 
tat , en fubftituant dans 7 pour d* y ceci m.m—1.x dx*;, qui 
eft fa valeur lorfque 4 x eft fuppofé conftant, Mais lorfque c’eft Z y qui 

? LCR CEA m—1 
eft fuppofé conftant , m.m—1.x dx+mx d’x=—0 ; en fub- 
À d'y cu x 2 CR »/ ° REX 
ftituant dans — De 7 POUT d? x, fa valeur tirée de l’équation préce- 
XX ax 


7  m—2 : . 
dente,ona.m—1 x d x, qui eft toujours le même réfultat. 
2. On pourroit demander la valeur de 4 p dans toute autre hypothefe, 


en prenant, par exemple, pour conftante la différentielle y dx, On 





À d d 7 d?x 
fera y dx — d’où l’on tirera y — as CAVE CAL d'7 
} az É 4 d x Y dx dx ° Le 
d'y d y d° x ax 
eft conftant. On mettra dans 4 a — OU = 
n P—=—— ROUE fa va 
d RAT » / S | AT d° d d a 
leur — “7 tirée de l'équation précédente , & on aura RTE A qui 
x dx d x y 
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eft la différentielle de p lorfque y dx eft conftant. Mais quelle eft cette 


même différentielle lorfque c’eft Vax®+ d y* qui eft pris pour conftan- 





te En fuppofant Vdx® + dy —d7, ou Vis (Z) — Ts : 
X 


& différentiant, en regardant J>? comme conftant , 1l vient 


ee d'y + £ 


——— tt ——— 




















dx \ dx. dx d x __ dx dx dy dx ; 
— — — + -—, Or comme avec cette équa- 
dx dx 
Vi+ "CZ ) 
dy d”y dy d? x 
Se ] —— 
— Je qe ? ON peut Climiner RC Re 
d dy dx 
CO =. — / _. ; on aura dans l’hypothefe actuelle deux 
d *x° 7 dy d* x z d° y 
leurs de dp: d — —— oudp— (1 É à —— 
ESS RARÊTE dx d'y dx É fe d x 


IC > 1 
3 Soit — 4; à caufe de d° y — pd°x == 9q d x°, on aura, en 


faifant tout varier, d5y —p dix — dpd'x —dqdx + :qdxd°x, 








d? di x d* x 
d’où il fera facile de tirer 4g = ler > nd On met- 
dy y dy d> x LES 
c leurs 7 — I L 

tra pour p & g leurs valeu a & nee viendra d q 

diy dy dx Sais dy d° =) $ 
= = — 7 — — 3 — … Dans l’exprefl 

mixe CR SixS 3 LR INTER dx dx° ESSERA 


récédente tout eft variable : mais fi on vouloit aue dx füt SRE 
P ) ie : 

di y d'y fe d° x 
cette différentielle feroit — elle feroit — 2 É dy 


fi c’étoit dy qu'on voulüt faire conftant. Il ne fera pas CE facile E trou- 
ver ce que deviendra la mème expreflion lorfqu'on fera y dx conftant. 











d7 dy dard x. dé) 
nyY—=—,Oontl{te--——— — —6 
Cependant de l'équation y — LÉ = RP à Lo 
dy d'x dy dx (=) dx d'y 
ns d DOCS 
dx dx d x TRUE c dxé d x y” 
; d° d d , 
ds OLA Y £ . Y s\' ‘ en fubftituant ces valeurs dans 
Lx” y x y d 


M 
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di y woby d> x d> x (2 dy d° x ) 
= — — —— — — 3} — on auta. lorf- 
ire dx NUE Va cie De 
4 d'y d”y dx /dy 
que y dx ft confant, d 9 = DER : Te + (2 


2 — 


Pour trouver la valeur de 44 lorfque c’eft ÿ/4x*+ dy* qu'on a pris 
dy d'y 
STE Tu 0 de Îa- 


de ne DS qu (2) ) (Ha) 
que e on Heles === — re I 1 L'e 





RUMY" ace 
pour conftante , on reprendra l'équation = — 
X 


dx d3 x 
Or comme avec ces deux équations on peut éliminer IT & -— , où 
d x 


d'y dy 


dxz dx 
dans l’hypothefe actuelle , 


a (+ (0) Gus ED Ye 


dx +dy dix dx d'x 
CT) 
d q dxdy FT TS ax dy dx* 


Nous ne croyons pas néceffaire de pouffer . loin ces calculs. 








, de la valeur de Z g où rien n’eft fuppofé conftant; « on aura 





4. Etant propofée une fonétion d’un ordre quelconque , dans la- 
quelle une certaine différentielle eft regardée comme conftante, on de- 
mande de la transformer en une autre dans laquelle on prendra pour 
conftante toute autre différentielle , ou dans laquelle aucune différen- 
tielle ne fera regardée comme conftante. Pour réfoudre ce problème , 
on changera, par des fubftitutions convenables, la propofée en une 
fonction de y, x, p;,q, &c, & on mettra pour p,gq, &c, les valeurs 
qui conviendront à la transformation qu’on s’eft propofé de faire. 


Notre Auteur a différentié nee a anni où d x eft conf- 
000" y 


tante, & a trouvé 


—3dxdyd:y*(dx:+dy*)* )iaxdiy(dxs dy: ee 
Te es MELFOE ———; je demande 





de transformer cette expreflion en upe autre dans laquelle aucune diffé- 


d'y d* 3 
rentielle ne foit prife pour conftante, En f: fat — =D — Z —7, EN 
d x dxi ‘7 


on la changera en celle-ci , 
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3 
—3Prg Cr+p)5 + LA GR a LAS 


ARE 


d x, dans laquelle fi l’on met pour 
g 


d d ? Er LA 2 - / 
= _. Ur — les valeurs qu'ont ces quantités lorfqu’aucune diffé- 
X X 


rentielle n’eft conftante , on aura 


(ee ne) Ge (D) +) ) 


(2 — dy dx = (— d'y dx :) ) 


d x dx dx RTE d x* dx d x° 














(re d'y d° Eh 
dx” dx dx° 
qui devient, lorfque c’eft dy Ton prend pout sen : 


GS) Go) te D ee Ale æ 


Eve + 
dx dx° 








Et an 





dx. 


























—— 


DÉFINI TTON: EL 


Lorfqu'une ligne courbe 4FX eft en partie concave & Fic. 52, 53, 
en partie convexe vers une ligne droite 4B ou vers un 54:55: 
point fixe B ; le point F qui fépare la partie concave de la 
convexe , & qui par conféquent eft la fin de l’une & le com- 
mencement de l autre , €ft appellé point d’nflexion , lorfque 
la courbe étant parvenue en F continue fon chemin vers le 
même côté : & point de rebrouffement lorfqw’elle rebroufle 
chemin du côté de fon origine. 


PIRLO 2 OS TE FO NL 


Problème général. 


66. La nature de la ligne courbe AFK étant donnée, de- 
terminer le point d’inflexion ou de rebrouffementE. 


Suppofons en premier lieu que la ligne courbe 4 FX ait Fc. $2, 53. 


pour diamettre une ligne droire 4B, & que fés appliquées 
1) 








MATE AT: 
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PM,EÆEF, &c. foient toutes paralleles entre elles. Si l'on 
mene par le point À, l'appliquée F Æ avec la tangente FL; 
&c par un point quelconque M de la partie 4 F', une applis 
Ée M P avec une tangente M T°: 1l eft clair, 
°, Dans les courbes © qui ont un point d'inflexion que la 
coipéé À P croiflant continuellement, la partie À T' du dia- 
metre, interceptée entre l’origine des x & la rencontre de 
la angente croît aufli jufqu’à ce que le point P tombe en 
E, après quoi elle va en diminuant; d’où l’on voit que AT 
étant appliquée en P , doit devenir un plus grand À L lotf- 
que le point P tombe fur le point cherché Æ. 
2°, Dans celles qui ont un point de rebrouflement , que la 
partie AT croiflant continuellement, la coupée AP croît 
auf jufqu’à ce que le point 7'tombe en Z, après quoi elle va 
en diminuant; d'où l'on voir que 4 P étant appliquée en T 


doit devenir un plus grand À E lorfque le point 7° tombe 
en Z. 


2 , d 
Orfilonnomme AE ,x;EF,y;Von aura ALT 


» 
dydx—ydxddy 
d'v* 
pofant dx conftante), étant divifée par dx différence de 


dont la différence, qui ef — dx (en fup- 





| > fat . da 
AE’, doit être *nulle ou infinie ; ce qui donne TE 0 ou 


à. l'infini : de forte que multipliant par dy, 8 divifant par 
— y,il vient ddy —o ou à l'infini; ce qui fervira dans 
la fuite de formule générale pour trouver le point d'infle- 
xion ou de rebroufflement F#. Car la nature de la courbe 
A FX étant donnée, l’on aura une valeur de dy en dx; 
& prenant la différence de cette valeur, en fuppofant dx 
conftante, on trouvera une valeur de ddy en dx*, laquelle 
étant égalée d'abord à zéro, & enfuite à l'infini, fervira dans 
l'une ou l’autre de fes fuppoñtions à à trouver pour AE une va- 
leur telle que l’appliquée Æ Faille couper la courbe À FX au 
point d’inflexion ou de rebrouffement F. 

L'origine 4 des x paue êcre tellement fituée que 47 — x 


Es ARR 
ad lieu de” F x, & que AZ ou AE foit un 
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moindre au lieu d’être un plus grand : mais comme la con- 
féquence eft toujours la même, & que cela ne peut faire au- 
cune difficulté ; je ne m'y arréterai pas. | 


( QE d 
Ileft à remarquer que 4 Z ne peutjamaisêtre=x + es : 


cat lorfque le point 7 tombe de l’autre côté du point P par 
RTS: | dx PRE 
rapport à l’origine À des x , la valeur de ee fera négative, 
. ; . / d x 
fuivant l’article ro , & par conféquent celle de — En ferapo- 


fitive: de fortequ'onauraencoreence cas AE +E Lou AZ 
y dx 
EX 


La nent chofe fe peut encore trouver de cette autre ma- 
niere. Il eft clair qu’en prenant dx pour conftante , & fup- 
pofant que l’appliquée y augmente, $ 7 eft moindre que S 4 
ou que R77 dans la partie concave , & plus grande dans la 
convexe. D'où l’on voit que la valeur de #7 (ddy) doit 
devenir de pofitive négative fous le point d’inflexion ou de 
rebrouflement F'; & partant * qu'elle y doit être nulle ou 
infinie, 

Suppofons en fecond lieu que la courbe A FX ait pour 
appliquées les droites BM, BF, BM, qui partent toutes 
d'un même point B. Si l’on mene telle appliquée B M qu'on 
voudra, avec une tangente M 1’ qui rencontre B T perpen- 
diculaire à BM au point 7°; & qu'ayant pris le point 
infiniment près de M, l'on tire l'appliquée Br, la tangente 
mt, & la perpendiculaire Br fur Bm, qui rencontre MT 
en O; ileft vifible ( en fuppofant que l’appliquée B M, qui 
devient B m , augmente ) que dans la partie concave, B f{ur- 
pañle BO, & qu'au contraire elle eft moindre dans la partie 
convexe ; de forte que fous le point d’inflexion ou de re- 
brouffement Æ, la valeur de Oz doit devenir de poñitive 
négative. 

Cela pofé, fi l'on décrit du centre B les petits arcs de cer- 
cle MR, TH, on formera les triangles femblables 7 RM, 
MBT,T HO , & les petits feéteursfemblables BMR, BTH. 
Nommant donc BM,y; MR, dx; lonaurawmR (dy). 


= 





F1, 48, 49. 


PL AIL 273 


Fc, 54,55. 
Fic. 56, 57. 


Frc. 6, 
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RM(dx):°BM(y). BT=Y%%.::MR(dx). TH 


. L z 3 c 
=: TH ().HO=—É. Ori lon prend la dif- 





dx ER 
. férence de BT (5) en fuppofant dx conftante, il vient 


Fire, 54, 55. 


Fre. $0, 51. 


Fic. so. 


Frc. 54, 55. 


dxdy—7ydxddy : | 
Br— BT où Her ET ; & partant OH + He 
dx +axdy—ydxdd CARE, pie: 
où Or €, D'où il fuit en multiplianc 


y 
par dy°, & divifant par dx, que la valeur de 7x° + dy — 


y ddy fera nulle ou infinie {ous le point d’inflexion ou de 


rebrouffement F. Or la nature de la ligne 4 F K étan: don- 
née, l’on aura des valeurs de dy en dx, & de dd y en dx; 
lefquelles étant fubftituées dans dx + dy — y dd y, for- 
meront une quantité, qui étant égalée d’abord à zéro, 
& enfuite à l'infini, fervira à trouver pour B F' une valeur 
celle que décrivant du centre B,& de ce rayon un cercle, 
1] coupera la courbe 4 FX au point d’inflexion ou de rebrouf- 
fement Æ. Ce qui étoit propofé. 

Pour trouver encore la même chofe d’une autre maniere, 
il faut confidérer que dans la partie concave l'angle BrmÆ 
furpañle l'angle Bmn, 8 qu'au contraire dans la convexe il 
eft moindre ; & partant que Pangle BmE— BmnouEmn, 
c'eft-à-dire l'arc Æ'7 qui en eft la mefure, devient de poftif 
négatif fous le point cherché F. Or prenant dx pour conf- 
tante, les triangles rectangles femblables 7718, AnK, don- 
neront Am (du).mS (dx):: Hn(—ddy).nk= — 
dx ddy 

du . . . 
tive , parceque Br» (y) croiflant, À (dy) diminue. Mais 
à caufe des feûteurs femblables B»S , mEÆK, l'on aura 


Bm(y).mS(dx)::mE£E PIS AN PERL & partant 


d x d u* — dx dd SE SOL . 
PRRRRTORER ES D'ouil fuit, en mul- 


, où l’on doit obferver que la valeur de 7 7 eft néga- 





tipliant par y du, & divifant par dx, que du — yddy ou 
dx" + dy —yddy doit devenir de pofitive, négative fous 
le point cherché F, 

Si l’on fuppofe que y devienne infinie, les termes dx" & 
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dy” feront nuls par rapport au terme yddy; & par con- 
féquent la formule dx + d'y” —yddy=—=0 ou à l'infini , 
fe changera en cette autre — y ddy — 0 ou à l'infini, c’eft-à- 
dire en divifant par — y, ddy—o ou à l'infini, qui eftla 
formule du premier cas. Ce qui doit aufli arriver, puifque les 


appliquées BM, BF, B M deviennent alors paralleles. 
CO R-O: LL AIR E: à 


67. Lorfque ddy—0oileft clair que la différence de AZ 
doit être nulle par rapport à celle de ÀÆ°; & partant que 
les deux tangentes infiniment proches F°Z, f Z doivent tom- 
ber l’une fur l’autre en ne faifant qu’une feule ligne droite 
fFL. Mais lorfque ddy=—= à l'infini, la différence de AZ 
doit être infiniment grande par rapport à celle de 4 F7, ou 
(ce qui eftla même chofe) la différence de AE eft infiniment 
petite par rapport à celle ÀZ ; & par conféquent l’on peut 
mener par le même point F deux tangentes FL, FI qui 
faflent entre elles un angle infiniment petit Z F'Z 

De même lorfque dx°+ dy —yddy—o, il eft vifible 
que O:t doit devenir nulle par rapport à MR ; & qu'ainfi les 
deux rangentes infiniment proches M1 T, mr doivent tom- 
ber l’une fur l’autre, lorfque le point 7 devient un point 
d'inflexion ou de rebrouflement : mais au consraire lorfque 
dx? +dy"—yddy—=à l'infini, Or doit être infinie par 
rapport. à MR, ou (ce qui eft la même chofe ) MR infini- 
ment petite par rapport à Or; & par conféquent le point 7 
doit romber fur le point M, c’eft-à-dire qu’on peut mener par 
le même point 7 deux tangentes qui faflent entre elles un 
angle infiniment petit , lorfque ce point devient un point 
d'inflexion ou de rebrouflement. 

Il eft évident que la tangente au point d'inflexion ou de 
rebrouflement F", étant prolongée, couche & coupe la courbe 
AFX dans ce même point. 


La remarque que nous -avons faire plus haut. ( Note 3,,.n°. 3 ) doit 
avoir lieu 1c1 dans toute fon étendue. Par exemple, de ce que pour une 


: d d'y 1 anis LA die. 
certaine valeur de x, T== 0) il ne s'enfuit pas qu'à ce point il y ait 


Frc. 52. 


Frc. $ 3. 


Fic..56, 57 








Frc, $ 8. 
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inflexion ou rebrouflement ; 1l faut encore que. cette valeur de x ne fafle 


« 


é \riodly d'y .. Lun + 
as difparoître —=. ou que fi —-“- difparoit, 1l faut que cette valeur rende 
P P dx 5 q dx P 2 q 


d* d’ Ë ; 
nulle 7 fans que TY Je devienne : il faut, en un mot, que le nombre 
dx dx’ 


des différentielles qui difparoiflent par la fubftitution foitimpair, en 
comptant de la premiere exclufivement, celle qui fuit immédiatement 
ayant une valeur réelle. 


SPAM P DETTE 


68. Soit une ligne courbe 4 FX qui ait pour diametre la 
ligne droite AB , & qui foit celle que la relation de la cou- 
pée AE (x) à lappliquée E F( y), foit exprimée par l’'é- 
quation axx=—xxy—+aay. Il s'agit de trouver pour AE 
une valeur telle que l’appliquée Æ F rencontre la courbe 


À FX au point d'inflexion F. 


: ax x 
L’équarion à la courbe eft y — 


XX+aa 


5 & partant dy 


tx aux °C! ES 
— =", & prenant la différence de cette quantité en 
Xx-Hraa 


fuppofant dx conftante , & l’égalant enfuite à zéro, on 


— 








22 dx xxx+aa —8a xx dx Xxx+aa . 
LAN EC PT ES ME XIFFEE ce qui, mul- 
XX+aa 
e Cr SE ENT SE PT EPL . . / 4 FRET Ep. 
tiplié par xx aa, & divifé par 245 dx°xxx—+aa,donne 


xx+aa—axx—=0.doùlontire AE (x)—a v—. 





tTouve 





. ] > ° 
Si l'on met à la place de x x fa valeur 7 4a dans l'équation 


XX+aa 
qu'on peut déterminer le point d'inflexion Æ fans fuppofer 
que la courbe 4 FX foit décrite. 
Si l'on mene 4 C'parallele aux appliquées Æ£ F°, & égale 
à la droite donnée a , & qu'on tire CG parallele à 4 B, elle 
fera afymptote de la courbe 4FX. Car fi l'on fuppole x 


infinie, on,pourra prendre xx pour xx+aa; & partant 
a xx 


XX—+aa 


ax x | CE I 
HA COUTDE Ve ON LIOUNE 2 2 (1 V) — a; deforte 


l'équation à la courbe y — fe changera en celle-ci 


Ya 


EXEMPLE 


DES INFINIMENT PETITS. Z/. Part. 97 


Ex. EM LEE 


” 


als 


69. Soit y —a— x —a”. Donc dy = <x—a PA 


7 
ET — 6 dx 


Fibre ten 
&ddy=—;x—a Ÿ Âx° — 








$/ 
2 ÿ VX — (1 
pour conftante. Or fi l’on fuppofe cette fration égale à zéro, 
on trouve — 6 d x°—0; ce qui ne faifant rien connoître, il 
la faut fuppofer infiniment grande; 8 par conféquent fon 


® LS ee à + > 4 2 
dénominateur 25/x—« infiniment petit ou zéro. D'où 
l’'inconnue AE (x) a. 


ÉRnEeM P LE. «Il 


70. Soit une demi-roulette allongée 4 FX dont la bafe 
B X furpafle la demi-circonférence 4 D B du cercle géné- 
rateur qui a pour centre le point C. II s’agit de déterminer 
fur le diametre À B le point Æ', enforte que l’appliquée EF 
aille rencontrer la roulette au point d’inflexion #. 

Ayant nommé les connues ADB ,a; BK ,6; AB, 1c; 
& les inconnues AE ,x; E D ,7; l'arc AD ,u; EF, y; 


? ROP AE bu 4 
l'on aura par la propriété de la roulettey =7+ — ; & 
bd 1 1 Ù 
partant dy=—d;+ *. Or par la propriété du cercle l’on aura 


= VÉC 8&c du(y dx +d$)— = 


2CX—XX Vicx — xx 











Donc mettant pour d7 & du leurs valeurs, on trouve dy 


dx — axdx + bcdx : 
= = — , dont la différence (en prenant dx pour 


_ —— 





aVicx — XX 


bcx — acc — becX dx° 
conftante ) donne =———— 
2CX — XX X V1CX—XX 











— 9 ; d'où l’on tire 4Æ 


(x)=c FT )e CEE 


Il eft clair qu'afin qu'il y ait un point d’'inflexion F, il faut 
que à furpañle a; car s'il étoit moindre, CE furpañleroit CB, 


——.51CH/DICNANT 2x 





Fio, 59. 
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ExEmMpPLE I V. 
Li 


71. On demande le point d’inflexion F de la Conchoïde 
AFK de Nicomede, laquelle a pour pole le point P, & 
pour afymptote la droite B C. Sa propriété eft telle, qu'ayant 
mené du pole P à un de fes points quelconques la droite 
PF, qui rencontre l’afymptote BC en D; la partie D F 
eft toujours égale à une même droite donnée a. 

Ayant mené P À perpendiculaire, & FE paralleleà BC, 
on nommera les connues ABou FD ,a; BP,86;& lesin- 
connues BE ,x; EF ,y;& tirant DZ parallele à B 4, les 
triangles femblables DZF, PE F donneront DZ (x). 


LF(Vaa—xx)::PE(B+x). EF(y) = 


b+x/aa— xx 
x dx<+ aabdx 











x 2 
———— Si donc on prend 
xxXVaa—xx 








dont la différence eft d = 


la différence de cette quantité, & qu’on légale à zéro , on 


formera l'ésANte ES 0 qui de ter 
aax x x Vaa—xx 


duit à x3+ 3 hxx—2aab—o, dont l'une des racines _ 
fournit pour B Æ la valeur cherchée. 

Si a— 5 , l'équation précédente fe changera en cette au- 
tre x}+ 3axx— 2143 —0, laquelle étant divifée parx+a, 
donne xx+z2ax—2aa—o;& partant BE (x)—=—a 


+ V/3 aa. 














Autrement. 


En prenant pour appliquées les lignes P F'qui partent du 
pole P, & en fe fervant de la formule * yddy =dx°+ 
dy* , dans laquelle dx a été fuppofée conftante. Ayant ima- 
giné une autre appliquée P qui fafle avec P F l'angle FPF 
infiniment petit, & décrit du centre P les petits arcs FG, 
D À, on nommera les connues AB, a; BP ,b; & lesin- 
connues PF, y; PD, 7; & l'on aura par la propriété de la 
conchoïde y—7+a4; ce qui donne dy= d7. Or à caufe 
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du triangle reétangle D BP, DB — 27 bb : 8c à caufe 
des triangles femblables DÊP&dHD,PDH&PFG, 


lon aura DB(Vzx—68. BP(4):: dH(d;).-HD 


—t EPD(G). PF(Ga): HD (=E Las ).FG(dx) 
Vzz—6b V77z —b 


= PEUT EPÈT. D'où l'on tire dY où dy = 
1071 — b ge b7+ab 
dont la différence eft ( en fuppofant d x conftante ) dy 





gdx Vi 06 


PÉTR ls tee RE IX2% en met- 
by+abV3z— bb bz7 + ab 

tant pour dz.favaieur. Donc fi lon fubftitue dans la 

formule générale * yddy —= dx + dy à la place de y 

fa valeur z Ha, & de d y & d 29 les valeurs que l'on 


vient de trouver en d x & dx°, on formera cette équation 
j+riap—abbhzxde ERRRr < g'trabh;aabbx dut 
Dr bz+a 1 

à275— 30b7 —abb=—0, dont l’une des racines augmen- 


rée de asfournie la valeur.de l'inconnue PF: 
Sia—#, Von aura 27 — 3 aa7 — &—0, qui étant divi- 








qui fe réduit 


aa 


fée parz + a, donne77—a7— —0o; dont la refolu- 
3a+ay 3 


Z 





ion fournit PF(z+a)= Taka Vars 
EokaBoMup EE Ve 


. Soit une autre efpece de Conchoïde AF'X, telle 
qu'a Men mené d’un de fes points quelconques au pole F 
la droite P F qui coupe l’afymptote B C en D, le retan- 
gleP DxD F{oictoujours égal au mémeredtangle PBXxB À. 
On demande le point d'inflexion £. 
Si l’on nomme les inconnues BE ,x; EF,7;& les con- 
nues AB ,a; BP ,b;onaura POUR S.7. &c les paral- 
leles BD, PFlonaetont PDxD F\ ab). PBxBE (x) 


: PF (GB+IBX + xx + yy). PE (8B+ 2 2bX + xx ). 
Ni) 


* Art. 66. 
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Doncéôx+16xx+xi+yyx=abb+iabx+axx, où 


> E y — BSUV IE 


X 





abb+iabx + axx = bbs — 2bxx — 23 


VE ve 


= Wax—xx + b V =, dont la différence donne d y 

















X 


—axdx + 2xxdx + abdx 





; & prenant encore la différence, on 





Ï 


2XxVax— xx 


aab—aax—4abxxdx? 


forme l'égalité : = 0 , qui fe réduit à 








4AX—A X7 XVax— x 


b À 
x — — valeur de l'inconnue BE. 
a + 46 
- «… — axdx HF'ixxdx + abdx 
Si Von fait ———=— valèur de /y égale à zéro, 
2x Vax — XX 
: £ I à 
lon aura xx — — ax + — abj—0o,dontles deux racines 


ire SE — Vaa —=8ab 
EEE T5 ge ATEN fourniflent:, lorfque: . {ur- 





4 4 
pañfe 85 , deux valeurs de B À & BL, telles que l’appliquée 
HM eff moindre que fes voifines , & l’appliquée Z N plus 
grande, c’eftä-dire que les tangentes en M & N feront 
paralleles à l'axe 4 B ; & alors le point Æ tombera entre 
les points Z,& Z. 

Mais lorfque a— 8 5 ,leslignes BA, BE", BL ferontéga- 


I . ° « 
les chacune à 7 4 &-alors la tangente au point d’inflexion 


F fera parallele à l'axe 4 B. Et enfin lorfque a eft moindre 
que 84, les deux racines feront imaginaires ; & par con- 
féquent il n’y aura aucune tangente qui puifle être parallele 
a l'axe 

On pourroit encore réfoudre cette queftion en prenant pour 
appliquées les lignes PF, Pf, qui partent du pole P, &en 
fe fervant de la formule yddy—dx" + dy"; comme l’on a 
fait dans l'exemple précédent. 


ExEmPLE.V.ÎI. 


73. Soit un cercle 4 ED qui ait pour centre le point B, 
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avec une ligne courbe FX telle qu'ayant mené à difcré- 
tion le rayon BFE, le quarré de F Æ foit égal au rettangle 
de l'arc 4E par une droite donnée 4. Il faut déterminer dans 
cette courbe le point d’inflexion F. 

Ayant nommé l'arc AE, 7; le rayon BA ou BE ,a; & 
lappliquée BF ,y; on aura? —aa—2ay+yy, & (en 


prenantles différences) DER ERES A7 "AIR Otra CAE 
des feéteurs femblables BE e, BFG, on fera BE(a).BF 
(y)::Ee (PSS). FG(dx)= IT, dont la 


différence ,enfuppofantdx conftante, donne 4ydy° — 2ady 


+ 27yddy — 2ayddy 0; & partant yddy = 2, 


Si donc on fubftitue à la place de dx°8 yddy leurs valeurs 

en dy* dans la formule générale * yddy—dx"+dy", on forme- 

adÿ® — 2ydy” Es 43" dy" — 8ay'dyÿ° + 4 aayydy* + aabbdyÿ” 
— (1 aabb 

qui fe réduit à 47ÿ— 12ay*<+ 11005 — 4aÿyy + 3aabby — 

24bb —= 0, dont la réfolution fournira pour B F la valeur 

cherchée. 

Il eft évident que la courbe 4AFX , que l’on peut appel. 
ler une Spirale parabolique , doit avoit un point d’inflexion 
F. Car la circonférence ÀAÆ D ne différant pas d’abord fen- 
fiblement de la tangente en À , il fuit de la nature de la pa- 
rabole qu’elle doit d’abord être concave vers cette tangente, 
& qu'enfuite la courbure de la circonférence autour de fon 
centre devenant fenfble, elle doit devenir concave vers ce 


CEnCreE. 


ra l'équation 


É REMPILE. VII. 


74. Soit une ligne courbe AFX qui ait pour axe la 
droite AB , dont la propriété foit telle qu'ayant mené une 
rangente quelconque F'B qui rencontre 4 B au point B, 
la partie interceptée 4 B foit roujours à la tangente B F'en 
raifon donnée de »7 à 7. Il eft queftion de déterminer le 
point de rebrouflement F. 


* Art, 66, 


Frc. 64» 
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Ayant nommé les'inconnues & variables AF,x; EF,y; 


’ , d x . . : : 
lon aura £ B —— Sr (parceque x croiflant, y diminue), 


V > ? Ré ET 4 
BE? un . Or par la propriété de la courbe, 4E 


+£EB ou AB (A) BF(ÉES :: mn. Donc 


| rie qe dy dd 
M Y dx'+-dy —"7 __ ndx,& {a différence donne == °7- 
y Vdx® —+ dy” 








RTE, LE dy? 
+ Re ne en fuppofant d x conftante & né- 


2 k k - — nydxdy — nxdy°Vdx* + dy° . 
gative ; d’où l’on tire d dy — RÉSISTER 
myydy—nxyV dx° + dy° 
cenant fi l’on fait cette fration égale à zéro, on trouvera 
— y dx— xdy= 0; ce qui ne fait rien connoître. C'eft 
pourquoi il faut fuppofer cette fraétion égale à l'infini, 
c'eft--dire fon dénominateur égal à zéro ; ce qui donne 
er EN E LD my d. nxdy — nvdx à 
Vds + dy = 2% — IT à caufe dé l'équation à la 
TX MY 


nnXXdy — Mmmyydy 


De LA Er = | 
courbe , d’où l’on tire dx — Fo . Or quarrant 


chaque membre de l'équation #ydy—=nx V dx'+dy", on 


dy Vmmyy — anxx nnxxdy — mmyydy D) 
em FOR REF A EZ MIS VENU 3 d Où 
n x NTIXY 


trouve encote d x — 


l'on tire enfin y Wrm—nn — nx; ce qui donne cette 
conftruétion. 

Soit décrit du diametre 4 D — m, un demi-cercle 47D ; 
& ayant pris la corde DI=—», foit tirée l'indéfinie AZ. Je 
dis qu’elle rencontrera la courbe 4F X au point de rebrouf- 
fement F. | 

Car ayant mené 7 4 perpendiculaire 4 B, les triangles 


rectangles femblables D 74, 1H 4, FE À donneront D] 
(2).LA(Vmm—nn)::1H.HA::FE(y).EA(x) 


Ec partant y Wmm—nn = nx qui évoit le lieu à conf- 
truire, 








L4 
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Il ef clair que BF eft parallele à DZ, puifque AB.BF 

: AD(m).DIT(n7), d'ou il fuit que l'angle 4FB eft droit; 
& partant que les lignes AB, BF, BE font en propor- 
tion continue. 

On peut trouver cette mème propriété fans aucun calcul, 
fi lon imagine * au même point de rebrouflement F deux 
rangentes FB , FB qui faflent entre elles un angle BF bin- 
finiment petit. ‘Car décrivant du centre F le petit arc BZ, 
on auraw.n:: Ab.bF:: AB.BF:: Ab— ABouB6. 
BF—BFoubL::BF. BE; à caufe des triangles reétan- 
oies femblables Rire FBE. Donc &t. 

STE AALCIE évident que la droite AE dicnde per- 
pendiculaire fur l'axe 4 B ; & qu’ainfi la tangente FB fera 
parallele à cet axe ; ce que l’on fait d’ailleurs devoir arri- 
ver, puifqu'en ce cas la courbe 4 F doit être un demi-cercle 
qui ait fon diametre perpendiculaire fur l'axe 4 B. Mais fi 
2 étoit moindre que z, il eft évident qu'il n’y auroit aucun 


a ——— 





point de rebrouflement, parcequ'alors l'équation yV #m—nn 
—= z x renfermeroit une SU 


Soit encore propofce la courbe qui a pour équation a y + b x3 — 


| ; d c'— bx° 
cx—o. Onen direra 7 — — , & faifant  — 3 bx°— 0, 
Y 





E 


C dl , . " 
ces deux valeurs de x, +c vs BE — c v=. Ni l’une n1 l'autre , 
3 19 


. Ro: * d’ 6bx 
érant fubftituée à x, ne fait difparoître _ es 
hd 3 a 


maxima d’'ordonnées aux points déterminés par ces deux valeurs de x. 


-;11yadonc 














ax à £ ; 
Mais fi l’on fait en 00 d'où l'on tirey—=0o, oubx—cx—o, 
J 
i = VAE 
donc les trois racines font x = 0, x —c ox cV— 
6bxdx* 
° .6ayÿ+ 
comme chacune de ces valeurs fait difparoitre TR = 2y +, 
Y_ rm 


Ci «mm 30 X° 


* Art. 67. 
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6bdx' + 6bxdxd?x 








d° x 6 a + PA 
fans Que 75 = — devienne nulle ; 1l faut 
en conclure qu’à ces points il n’y a pas de maxima ou de minima d’ab- 
cifles ; ce font des Fo d'inflexion qu'on eût déterminés de la même 
dx? 
dy” 


-— OO. 








maniere en faifan 
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SAC, DEOEN. Ve à 


Ufage du calcul, des différences pour trouver les 
Développées. 


DÉFINITION. 


Si lon conçoit qu’une ligne courbe quelconque BD F 
concave vers le même côté, foit enveloppée ou entourée d’un 
fl ABDF, dont l’une des extrémités foir fixe en Æ, & 
l'autre foit tendue le long de la tangente B 4, & que l’on 
fafle mouvoir l'extrémité À'en la tenant toujours tendue & 
en développant continuellement la. courbe B D F'; il eft clair 
que l’extrémité À de ce fil décrira dans ce mouvement une 
ligne courbe AHK. 

Cela pofé., la courbe B D F fera nommée la Deéveloppee 
de la courbe AK. 

Les parties droites AB, HD , KFdufil AB DF feront 


nommées les rayons de la développée. 
COR OI LACER ENT. 


75. De ce que la longueur du fl 4 B D F demeure tou- 
jours la même, il fuit que la portion de courbe B D eft égale 
à la différence des rayons DA, BA qui partent de fes ex- 
crémités ;..de même la portion DF fera égale à la diffé- 
rence des rayons FK , DH; & la courbe entiere B D Fà 
la différence des rayons FK, B À: D'où l’on voit que fi le 
rayon BA de la courbe étoit nul, celt-à-dire que fi l’extré- 
mité À du fil tomboit fur l’origine B de la courbe BDF, 
alors les rayons de la développée D A , F°K feroient égaux 


aux. portions BD, BD F de la courbe BDF, 
CROMREOSEE TAPER ET ET 


76: Silon confidere la courbe B D Fcomme un poligone 
BCDEF d'une infinité de côtés; 11 eft clair que l’extré- 
O 


Fr, 6. 
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mité À du fl ABCDE F décritle petit arc 4G qui a pour 
centre le point ©, jufqu’à ce que le rayon CG ne fafle plus 
qu'une ligne droite avec le’perit côté CD voifin de CB; 
& de même qu’elle décrit le perit arc G À qui a pour cen- 
tre le point D), jufqu'à ce que le rayon DA ne fañle plus 
qu'une droite avec le petit côté D'F'; & ainf de fuite juf- 
qu'à ce que la courbe BCDEF foit entiérement déve- 
loppée. La courbe 4 H K peut être donc confidérée comme 
l'aflemblage d’une infinité de petits arcs.de cercle AG, 
GA, HT,1K, &c. qui ont pour centre les points C, D, 
EF, F, Sc. D'où:1l fuit, 
O . 

1 Que les rayons de la développée fa touchent conti- 
nuellement comme DA en D,KF'en F, &c. Et qu'ils font 
tous pérpendiculaires à la courbe 4 ÆK qu'ils décrivent, 
comme D'H en FH, FK en X, &c. Car D 7, par exem- 
ple, eft perpendiculaire fur le petit arc.GAÆ7 & fur le petit 
arc À, puifqu'elle pafle par leurscentres D, Æ. D'où l'on 
Voit, I. que la développée B D F términe l’efpace où tom- 
bent toutes.les perpendiculaires à la courbe AK. 2 .Que 
fi l’on prolonge un rayon quelconque 77 D qui coupe le rayon 
AB en R, jufquà ce qu'il rencontre un autré rayon quel- 
conque À Fen S; l’on pourra:toujours mener de tous les 
points de la partie RS deux perpendiculaires fur la courbe 
AH K, excepté du point touchant D duquel on n’en’peut 
mener qu'une feule favoir D #1. Garil eft clair que l'inter- 
fection R des rayons AB, D parcourt tous les points de 
la-partie RS, pendant que le rayon 4B décrit par fon ex- 
trémité À la ligne 4 ÆK fur laquelle 1l-eft continuellement 
perpendiculaire : & que les rayons 4B ; HD ne fe confon- 
dent que lorfque l’interfeion À tombe fur le point tou- 
chant D. | | 

2°. Que fi l’on prolonge les petits atcs 7 Gén 7; Jen 
m, Ken n#, &c. vérs l'origine À du développement, cha- 
que petit arc comme 7 #7 touchera en dehors fon voifin ÆG, 
parceque les rayons CA, DG, EH, FI vont toujours en 
augmentant à mefure que les perits'arcs qui compofent la 
courbe 4 AK, s'éloignent du point 4 Para même raifon 
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fi lon prolonge les petits ares AG en.o, GH en p, HI 


en g, vers le coté oppofé au: point À; -chaque ‘petit atc 
comme:/77 touchera en/deflous fon voifin.7 À: Of puifque 
les: points 7 & 7, D & Æ peuvent être confidérés comme 
tombant l’un fur l'autre à caufe de l’infinie petitefle, tant de 
l'arc AT, que du côté DE ; 11 s'enfuit que fi l'on décrit d’un 
point quelconque moyen D\dela développée BD Fcomme 
centre, & de fon: rayon D À un-cerclé #7 Æp ; il touchera 
en dehors la-partie 7 4 qui tombera: toute entiere au de: 
dans de ce cercle, & en dedans de l’autre partie AK qui 
tombera toute entiere au dehors de ce même cercle: c’eft- 
a-dire qu'il touchéra & coupera la courbe 4 AK au: même 
point 77, de même que la rtangente au point d’inflexion 
coupe la courbe dans ce point. 

3°. Le rayon JD du petit arc À G , ne différant des rayons 
CG, E A, des arcs voifins GA, 771, que d'une quantité 
infiniment petite CD ou D £ ; 1l s’énfuit-que pour peu qu'on 
diminue le rayon D F4, 1l fera moindre que CG, & qu'ainf 
fon cercle touchera en deflous la pattie À 4; & qu'au con- 
traire pour! peu qu'on l’augmente, 1l furpailera :Æ 6 
qu'ainfi fon cercle touchera en dehors la partie: AK, de 
forte que le cercle #4 p elt le-plus petit de tous ceux qui 
touchent en dehors la partie A A, & au contraire le plus 
grand de tous ceux qui touchent en dedans 12 partie AK : 
c'eft-à-dire qu'entre ce cercle & la courbe on n’en peut faire 
pafler aucun autre. 

4°, Comme la courbure des cercles augmente à propor- 
tion que leurs rayons diminuent , 11 s'enfuit que la courbure 
du petit arc 277 fera à la courbure du petit arc 4 G réci- 
proquement comme le rayon B 4'ou C 4 de ce dernier. eft 
à fon rayon D'H ou Æ A : C’eft-a-dire que la courbure en 
H de la courbe À AK fera à fa courbure en À comme le 
rayon B À au rayon D 7; & de même que la courbure en 
K eft à la courbure en À comme le rayon D A eft au rayon 
FK. D'où l'on voit que la courbure de laligne 4 K'di- 
minue continuellement à mefure que la ligne B D F'fe dé- 
veloppe ; de forte qu’au point 4 où commence le dévelop- 
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pement, elle eft la plus grande qu’il eft poffible ; & au point 
X , où je fuppofe qu'il cefle , la plus petite. 

5°. Que les points de la développée ne font autre chofe 
que le concours des perpendiculaires menées par les extré- 
mités des petits arcs qui compofent la courbe 4/X. Par 
exemple, le point D ou Æ eft le concours des perpendi- 
culaires À D, IE, du petit arc A7; de forte que fi la 
courbe 4H K eft donnée avec la pofition d’une de fes per- 
pendiculaires 7 D) , pouf trouver le point D ou Æ”’, où elle 
touche la développée ; 1l ne faut que chercherlepoint decon- 
cours des perpendiculaires infiniment proches AD, 1E : 
c'eft ce qu'on va enfeisner dans le Problème qui fuit. 


P:rR<:0:P OST E-O2N: I. 
Problême général. 


77. La nature de la ligne courbe AMD étant donnée avec 
une de fes perpendiculaires quelconque MC; déterminer la 
longueur du rayon MC de fa développée : c’eft-a-dire le con- 


cours des perpendiculaires infiniment proches MC, mC. 


Suppofons en premier lieu que la ligne courbe AMD ait 
pour axe la ligne droite 4 B fur laquelle les appliquées P M 
foient perpendiculaires. On imaginera une autre appliquée 
mp, qui fera infiniment proche de MP; puifque le poinc 
m eft fuppofé infiniment près de 47. On menera par le point 
de concours € une parallele CÆ à l'axe AB, laquelle ren- 
contre les appliquées M P , 7 p aux points Æ, e. Enfin me- 
nant MR parallele à 4B , on formera les triangles retan- 
gles femblables MRm, MEC; car les angles FE MR, 
CMm étant droits, & l'angle C MR leur étant commun, 
angle £ MC fera égal à l'angle RM. 

Si donc l’on nomme les données AP , x; PM, y; l'in- 
connue ME ,7; l'on aura E e ou PpouMR=— dx Rm— 


dy=d;;,Mn=Vdx+ dy ;& MR(dx).Mm 


(Var + dy) ME (0. MCE #7 Orlepoine 
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C étant le centre du petit arc M, fon rayon CM qui 
devient C #1 lorfque Æ M augmente de fa différence K "1, 
demeure le même. Sa différence fera donc nulle : ce qui 


dydx® + dydy°+ zdydd 
donne (en fuppofant d x conftante ) 2-49 TI92 —); 
dx Vdx°+ dy° 
AT : dr dx +d7dy: dx +dy* 
d'ou lon tire ME (z)— rende ei CU 


tant pour d7 fa valeur dy. 

Suppofons en fecond lieu que les appliquées BM, Br 
partent toutes d’un même point B. Ayant mené du point 
cherché C fur les appliquées, que je fuppofe infiniment pro- 
ches, les perpendiculaires CE, Ce, & décrit du centre B 
le petit arc MR; on formera les triangles retangles fem- 
blables RMm & EMC,BMR,BEG & CeG. C'eft 
pourquoi nommant BM,y;ME,7; MR, dx; on aura 


Rm= dy, M m— V’dx'+dy",CE ou Ce 127, & MC 


V'dx® + dy* 
= TS . On trouvera enfuite, comme dans le pre- 
dy dx +dydy d 
HET COS Jr Or BM(y).Ce (2) ::MR 


(dx). Ge=%,&me—MEoRm— Ge d—I 
Y y 


Donc en mettant cette valeur à la place de d7  l’onaura ME 
s LCA ne A 

( 4 RES Eds 

Si lon fuppofe que y foit infinie, les termes dx° & dy” 
feront nuls par rapport à yddy; & par conféquent cette 
derniere formule fe changera en celle du cas précédent. Ce 
qui doit aufli arriver ; puifque les appliquées deviennent alors 
paralleles entre elles, & que Farc VI R devient une droite 


perpendiculaire fur les appliquées. 


Maintenant la nature de la courbe AMD étant donnée, 
on trouvera des valeurs de dy° & ddy en dx *ou de dx° 8 
ddy en dy, lefquelles étant fubftituées dans les formules 

récédentes , donneront pour M Æ une valeur délivrée des 
différencés , 8 entiérement connue. Et menant Æ C perpen- 
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diculaire fus ME, elle ira couper AC perpendiculaire à 
la courbe, au point cherché €. Ce qui étoit propofé. 


ÉOsRLOLNLAA RAF. CE 


78. À caufe des triangles rectangles femblables A1 Km & 


| | ; le? Avid l x? 22 d 2 
ME C, lon aura dans le premier cas MC— ER RE 


LIENS 
&c dans le fecond MC — DC af sde 


NC OT: E° 


Je fuppofe que deux rayons de courbure A D , K F fe coupent en un 
point S , & que de ce point comme centre ; avec un fayon égal à lunité, 
on décrive l'arc « 6. D'après la définition , il eft clair que plus le point 
K approchera du point Æ, plus le rapport entre l'arc 46 & l'arc AK de 
la courbe ; approchera du rapport qu’il y auroit entre le même arc 4 €, & 
un autre arc décrit du point $ comme centre avec le rayon $ F7; rapport 
qui n’eft autre que celui de 1 à $ Æ, lequel approche continuellement de 
celui de 1 à D H. On voit donc que le rapport de l’unité au rayon de 
courbure , eft égal à ce que devient au point Île rapport entre l'arc 4 € & 
larc ZX de la courbe; ou, ce qui eft précifément la même chofe, 
à ce que devient le rapport entre les différences finies de l'angle FR 4 
( car l’angle extérieur Z FS étant égal aux deux intérieurs oppofés FRS 
& VSR,ona SR, quia pour mefure 4€, égalaK VF A4— HRA) 


& de l'arc 4 H de la courbe , lorfque ces différences deviennent nulles ; 

c’eft-adire que D H— PES Il faut remarquer que lorfque la courbe 
d ARH 

eft concave, les angles que forment les normalesavec la ligne desabcifles, 

vont en augmentant en partant de l’origine des co-ordonnées ; & qu'au 

contraire ces mèmes angles vont en diminuant quand la courbe eft con- 

vexe. Cela pofé, en nommants l'arc 4 H, ona( Note2,n0.1.) ds: 


dx::1:/fr74HR A, ds:dy ::1:cof. HR 4; d'où l'ontire dHR A 


»”“ 








dx 
2e A 
( ; dfn HRAN © + (os) 


… —dcof.HRA 
= 1dHRA ( — ) 
cf HRA Cyan 6: 


fin HRA 
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E==: Donc D A4 — ou Te nr SE 
« ONE) 
S 


dans la premiere formule le figne + eft pour la courbe conca- 
ve ,;: & le figne — pour la courbe convexe , c'eft le contraire 


> —— td 
ds ANNE ds 
Vi+(® 





dans la feconde formule. Mais 


— 2aŸ 


— —— >; ; on tirera donc de la premiere formule, D H 


+(2) ) 
dent ÿ 


s on auroit trouvé la mème chofe fi l’on eüt 


2 
ne 


He 21 


79. Il y a encore plufieurs autres manieres de trouver les 
rayons de la développée. J'en mettrai ici une partie , afin 
de donner différentes ouvertures à ceux qui ne pofledent 
pas encore ce calcul. 


fubftitue dans la feconde formule pour d® Y (a valeur ——© 
ds 


REMARQUE. 


Premier cas) pour les dre dont les appliquées font 
perpendiculaires a l'axe. 


Premiere maniere. Soit prolongée MR en G où elle ren- 
contre là perpendiculaire fie Les angles droits MR, 


M m G donneront RG — “7 ; & par conféquent MG 
=. Or à caufe des es femblables M Re, 


M P Q (les points @; g marquent les interfeétions des per- 
pendiculaires infiniment proches MC, m C avec l'axc AB) 


. : ÿV dé + d 2 dy. 
il vient MQ= TC, PQ = ; & partant 4 Q 
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LIZ APN A MICYASTE 


— x + 27, dont la différence donne (en prenant dx pour 


dy + _— 


voit Og—=dx + —— ; 8c à caufe des triangles 


femblables CG, CQ 9, l'on aura MG — Qa(=+) .MG 


dx” Rd ) : RSR TE) __ dx + dy Vds + dy" 
un HIMO( ESS) MCE 

Seconde maniere. ONE décrit du centre C le petit arc 
Q ©, les petits triangles re&tangles 0 O9, MRm feront fem- 


blables , puifque Mm, OO & MR, © g font paralleles ; & 
partant M ( (Vdx:- + dy ). MR(dx)::0 9 (= SET oe ; 
QHEE= w I, Or les feéteurs (Réblables CM, 











V'dx? +. dy: 
| —yddy ARE TE 
CO O donnent Mm— Q O( pr rore )- My di dy.) 
RC. 
Vdx® + d ) da + dy° Vdx® + dy 
+ y Y dx? + dy a ni y 
MORE É) MCE 
y 
Troifieme maniere, Menant les tangentes infiniment pro- 
| d x 
ches MT, mt, onaura PT — AP ou AT=T — +, 
Ds <5 dx da 
dont la différence donne Pres ; & décrivant du 


centre 72 le petit arc 7°Æ, on formera le triangle re&tan- 
gle AT’: femblablea À M; carlesangles Zr7, "RMmou 
PT Mfontégaux,ne dfécandentee eu que de l'angle Time 


qui eft infiniment petit; ce qui donne Mr ( dx: + + dy), 
1] y - AU A 1 à (pe 
mR(dy)::Tr(— nr Mers Or les 
fetteurs T mH,M Cr — femblables ,car l'angle T'm2+ 
M m C vaut un droit, & l'angle M mC + MCmvautaufi un 
droit, à caufe du triangle € M m confidéré comme 1e réctangle 


en M. Donc TH(— RERO 0 3), Mm(y dx°- + dÿ) :: : Ur 


dyVdx® + dy; + dy ° 


Vax® +d 5 + dV 
pa Lu QE Eee) pe ER 8, 
CES [e 


Quatrieme 
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Quatrième maniere, On marquera * les différences fe- 
condes en prenant dx pour conftante ; & les triangles rec- 


angles femblables }»S , Hnk donneront Am où Mn 
( Vdx'+dyÿ).m SouMKkK(dx):: Hn(—ddy).nk 

dxddy 
Vd x + dy° 
entre elles les tangentes aux points M, m; & partant, com- 


me l’on vient de prouver, égal à l'angle M Cm; d’où il fuit 


que les fedteurs 2714, M Cm {ont femblables, & qu'ainfi 24 


( VÀ ou *Mm(Vdx + dyÿ)::Mm 
Vdx+ dy 


nm 
es 


. Or l'angle {mn eft égal à celui que font 








D ET. > dx + dy Vas + dy 
(Vdx + dy PL S rRerE Pr Pr EE On prend m H 


ou M m pour »m£4, parcequ'’elles ne different entre elles que 
de la petite droire Æ K infiniment moindre qu’elles; de même 
que À7 » eft infiniment moindre que À "= ou S x. 


Second cas pour les courbes dont les appliquées partent d'un 
méme point fixe. 


Premiere maniere. Ayant mené du point fixe B les per- 
pendiculaires BF, Bf fur les rayons infiniment proches 
CM, Cr; les triangles rectangles MR, BMF", qui font 
femblables ( puifqu'ajoutant aux angles MR, BMF le 
même angle F MR, ils compofent chacun un angle droit), 

dx d 
donneront M Fou MH= 2", &BF——77— 
V dx + dy° Vd x + dy° 
dont la différence (en prenant dx pour conftante ) eft B f— 
dy + dyt + ydx°dé 
BFouAf— STI TIT TT, Or} caufe des fecteurs fem- 
dx* + dy” XV dx° + dy° 
blables CMm, CH f, on forme cette proportion Mr— Hf. 
ydxs + ydy° Vdx°+ dy* 
CR T CS LR TE RAR TL 
Mm::MH.MC,& partant MC=— LE dé = dd 
Seconde maniere. On marquera * les différences fecon- 


des en fuppofant dx conftante ; & les feteurs femblables 
P 
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BmS ,mEkdonneront Bm(y).mn8 (dx): :mE\( V'dx:- +dÿ ). 
EL pie Or à caufe des triangles rectangles fem- 


blables }ÀmS,Hnk,Yonaura 7 mou Mm (Vax + dy). 
m S ou M R(dx):: Hn(—ddy). RENE NE pe 


V dx*° ay 
pere dx' + dxdÿ” — ydxddy. : 8 
y Vdx* + dy: 
proportionnelle à £ », E m ou Mm, les feûteurs fembla- 
bles E mn, MCm donneront pour MC la même valeur 
qu'auparavant. 
Si l'on nomme Mm ( Vds +dy ), du; & quon 


prenne d y pour conftante au lieu de dx, on trouvera dans 


le premier cas M C — PÉPE ,  & dans le fecond MC 











partant £ 7 — prenant une troifieme 


BE RNCS L p 
= dr dydds Et enfin fi l'on prend 44 pour conftan 


dxdu dydu 
OU 
—ddy dd x 


( parceque la différence de dx° + dy = du et dxddx 





il vient dans le premier cas MC — 





€ ; 


| Mia dx 
+ dyddy — 0, & qu'ainfi Er =)  & dans le fe- 


"1 ydxdu ydydu 
cond, MC — dé =yddy \axdy+yddx: 








GCoir:!ô rr'anir et E 


80. Comme l’on ne trouve pour ME ou MC qu'une 
feule valeur , il s'enfuit qu'une ligne courbe AMD ne peut 
avoir qu'une feule développée BCG. 


COR Oo D'LA TRES LT 


dx’ _ #\o (see dx +ydy 
. Si la valeur dd M E (= OÙ ( + d —viÿ 


eft Mr il faudra prendre le Sara Æ du même côté de 
l'axe AB ou du point B, comme l’on a fuppofé.en faifanc 
le calcul ; d’où l’on voit que la courbe fera alors concave 
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vers cet axe ou ce point, Mais f1 la valeur de ME eft néga- 
tive, 1l faudra prendre le point Æ du côté oppofé ; d’où 
lon voit que la courbe fera alors convexe. De forte qu’au 
point d’inflexion ou de rebrouflement qui fépare la partie 
concave de la convexe, la valeur de MÆ doit devenir de 
politive négative; & partant les perpendiculaires infiniment 
proches ou contiguës doivent devenir de convergentes di- 
vergentes. Or cela ne fe peut faire qu'en deux manieres. 
Car ou elles vont en croiflant à mefure qu’elles approchent 
du point d’inflexion ou de rebrouflement; & il faudra pour 
lors qu’elles deviennent paralleles, c’eft-à-dire que le rayon 
de la développée foit infini : ou elles vont en diminuant ; 
& il faudra néceflairement alors qu’ellés tombent lune fur 
l’autre, c’eft-à-dire que le rayon de la développée foit zéro. 
Tout ceci s'accorde parfaitement avec ce que l’on a soute 
tré dans. la fection précédente. 


REMARQUE. 


82. Comme l’on à cru jufqu'ici que-le rayon de la déve- 
loppée étoit toujours infiniment grand au point d'inflexion, 
il eft à propos de faire voir qu'il y a, pour ainf dire, une 
infinité de genres de courbes qui ont toutes dans leur point 
d'inflexion le rayon de la développée égal à zéro ; au lieu 
qu'il n’y en a qu'un feul genre dans lequel ce rayon foitin- 
fini. 

Soit B 4C une des courbes qui ont dans leur point d’'in- 
flexion À le rayon de la développée infini. Si lon développe 
les parties BA, AC, en commençant au point À; il ef 
clair qu'on formera une ligne courbe D' AE qui aura auf 
un point d'inflexion dans le même point À, mais dont le 
rayon de la développée en ce point fera égal à à zéro. Et fi 
l’on formoit de la même forte une troifieme courbe par le 
développement de la feconde D A FE, & une quatrieme par 
le développement de la troifieme, & ainfi de fuite à l’in- 
fini ; il eft clair que le rayon de la dévéloppée dans le point 
d'inflexion À de toutes ces courbes, feroit coujours égal à 
zéro. Donc, &c. 


P ij 
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PrRoPosITrTronN II 
Problème. 


83. Trouver dans les courbes AMD, o4 l'axe AB fars 
avec la tangente en À un angle droit, Le point Boù cet axe 


rouche la développée BCG. 


Si l’on. fuppofe que le point M devienne infiniment près 
du fommet À, il eft clair que la perpendiculaire M Q ren- 
contrera l’axe au point cherché B ; d'ou il fuit que fi l’on 


ie d 
cherche en général la valeur de P Q (57) en x ou en y, & 


qu'on faffe enfuite xiou y —0, on déterminera le point P 
à tomber fur le point 4, & le point Q fur le point cherché 
B; c'eft-à-dire que P Q deviendra alors égale à la cherchée 
AB. Ceci s'éclaircira par les exemples qui fuivent. 


E xÆ M:r:LE ‘I. 


84. Soit la courbe 4 M D une Parabole qui ait pour pa- 
rametre la droite donnée 4. L’équation à la parabole eft 
adx . . adx 
2Y Var. 


& prenant la différence de cette derniere équation, en fup- 








ax = yy, dont la différence donne dy == 


— 4 dx 





pofant dx conftanre, on trouve dd y — Subftituant 


AXx Vax 


enfin ces valeurs à la place de d'y & de Zdy dans la formule 








dx*+ dy* * a + x Va x 3 x 
4 on aura * ME = 2 — —_— Vas ve Ce 


— da 
qui ohne cette conftruétion. 

Soit menée par le point 7 où la tangente A7 T rencon- 
tre l'axe, la ligne 7°Æ parallele à MC; je dis qu’elle ren- 
contre M P prolongée au point cherché Æ. Car les angles 


droits MPT,MTE donnent MP (Vax).PT(2x):: 
PT(2x) PE= SES PS pat conféquent 47 P 


Hi 4xVax 
PE = ta $ + Rte be 
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De plus à caufe des triangles reétangles MP O, MEC, 


l'on aura PM(Vax).PQ (=a)::ME (Var 4e) : 
FCou PK — ax, & partant O K — 2x. Ce qui 


donne cette nouvelle conftruétion. 

Soit prife OX double de AP, ou (ce qui revient au 
même) foit prife PK égale à TO , & foit menée X C pa- 
rallele à PM. Elle rencontrera la perpendiculaire MC en 
un point C qui fera à la développée BCG. 

Autre maniere. yy—ax, & 2ydy—=a dx dont la diffé- 
rence (en fuppofant dxconftante) donne 2dy +2:7yddy 


, 1 o d À 
—0 ; d’où l'on tire —ddy— ——.Etmettant cette valeur dansla 
dx + dy: y dy + y dx 
—ddy d'y 


y ydxt y dy | ydx | 
tant£CouPh=sr = near = 1 Oeie 


formule , on trouve * ME =— ; 8 par- 


ou 7 Q. Ce qui donne les mêmes conftruétions qu'auparavant. 


Ca MP.PTsdy dx: PT (LE). PENSE = tv 





a 


Pour trouver à préfent le point B où l'axe 4B touche 
la développée BCG. OnaP Q (52) — — a. Or comme 


cette quantité eft conftante , elle demeurera toujours la 
même, en quelque endroit que fe trouve le point M. Et 
ainfi, lorfqu’il tombe fur le fommet 4, l’on aura encore 


e ‘ I 
P Q qui devient en ce cas À B — TU 


Pour trouver la nature de la développée BCG à la ma- 
niere de Deftartes. On nommera la coupée BK, x ; l'ap- 


pliquée X Cou PE”, r; d'où l'on aura CX(r) = tEVaz & 
AP+PK—AB(u)=3 x; mettant donc pour x fa ya- 


4AxVax 
a 


I ’ > 
leur A dans l'équation : — , l'on en formera une 


nouvelle 27 art—16u qui exprimera la relation de B X à 


SAIT Te 
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K C. D'où l’on voit que la développée B CG de la parabole 


ordinaire eft une feconde parabole cubique dont le parame- 
tre eft égal : à - — - du paramètre de la parabole donnée. 


Il eft vifible. que la développée CB C de la parabole com- 
mune entiere M À M a deux parties CB, BC qui ont leurs 
convexités oppofées l’une à l’autre; de forte qu'elles for- 
ment en B un point de rebrouflement. 


ANSE RIT:I0S SE M:E NT. 


On entend par courbes géométriques AMD, BCG ce/- 
les dont la relation des coupées AP,BK aux appliquées 
PM,KC, je peut exprimer par re équation où il ne 
fê rencontre point de différences ; & on prend pour géométri- 
que cout ce qu’on peut faire par le moyen de ces lignes. L'on 
Jappofe zcz que les coupées & les appliquées [oient des lignes 
droites. 

CO ROULE ARE; 


85. Lorfque la courbe donnée AMD eft géométrique, 
il eft clair que l’on pourra toujours trouver ( comme dans cet 
exemple ) une équation qui exprime la nature de fa déve- 
loppée 5 CG; & qu'ainfi cette développée fera aufli géomé- 
rique. Maisje dis de plus qu elle fera retifable, c 'eft-à-dire 
qu'on pourra trouver géométriquement des lignes droites 
égales à une de fes portions quelconques BC; car il eft évi- 
ACues que l’on déterminera avec le buie de la ligne 
AMD , qui eft géométrique, fur la tangente CM de la 
portion BC, un point 7 tel que la droite CM ne difté- 
rera de la portion B C que d’une droite donnée AB. 


Eco toto BI ES 


86. Soit la courbe donnée MD M une Hyperbole en- 
tre fes AY PAQEERS qui ait pour équation aa —xy. 


— aad 


On aura S = x RTE = dx, & fuppofant dx conf- 
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—aayyddy+1aaydy SRE c 
5 -=0; d'où l’on tire ddy— 5 & 


dx + d TS . dx’ dy? 
mettant cette valeur dans RP ilvien ME ee : 


2 dy * 





tante ,* 


de forte que £ CouPK—— Le — ie Ce qui donne ces 
2 dx 2 dy 
conftruétions. 
_ Soit menée par le point 7° où la tangente MT rencon- 
tre l’afymptote 4 B, la ligne TS parallele à M C'& qui ren- 
contre M P prolongée en S ; foit prife M7 F égale à la moi- 
_tié de MS de l'autre côté de l’afymptote ( que l’on regarde 
ici comme l'axe ) parceque fa valeur eft négative ; ou bien 
foit prife P K égale à la moitié de 7'Q du même côté du 
point 7°: je dis que fi l’on mene £ C parallele ou X C'per- 
pendiculaire à l'axe , elles couperont la droite A7 C au point 
cherché C. Car il eft clair que MS =. 8 que7 Q 
dy d x 

= —- A 

Si l’on fait quelque attention fur la figure de l’hyperbole 
MD M, on verra que fa développée CZC doit avoir un 
point de rebrouflement Z , de même que la développée de 
la parabole. Pour le déterminer je remarque que le rayon 
DZ de la développée eft plus petit que tout autre rayon 
MC; d'où il fuit que la différence de fon exprefion * 


pile GENE shadtr 3 
dé +dy V dx + dy ou <* dy: 
— dx d dy — dxddy 





{era * nulle ou infinie. 





Ce qui donne , en prenant toujours dx pour conftante, 
ns SELLES PERS 

— ;dxdyddy-dx+ dy* ? +dxdddydx" +dÿ* ? ET 

De 3 dX AY OP ON REY LE Gu co; d'où .en divi- 

d x:ddw: 

fant par dx*+-dy**, & multipliant enfuite par dxddy', on 

tire cette équation d xd ddy+dy dddy— 3dyddyÿ —0o 

ou © , qui fervira à trouver pour x une valeur 4 À telle 

que menant l’appliquée À D & le rayon D Z de la dévelop- 

pée, le point Z fera le point de rebrouflement cherché. 


* Art. 1. 


PATCITTS 


PAT 70. 


Se 13e 
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aa —aadx 

On a dans cet exempley=—,dy—=——, ddy = 
24a ad x° — Gaadx x : 
© ,dddy—= "©, C'eft pourquoi mettant ces va- 

x? d Y x? 
leurs dans l'équation précédente, on trouve AA(x)=—a. 
D'où il fuit que le point D eft le fommet de l’hyperbole, & 
que les lignes AD, DZ ne font qu'une même droite AZ 
qui en eft l'axe. | 

ER EIMDL'E l'IT 


87. Soit l'équation générale y” — x qui exprime la na- 
ture de toutes les Paraboles à l'infini lorfque l’expofant 72 
marque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes les 
Hyperboles lorfqu’il marque un nombre négauif. 


On aura my dy=dx dont la différence donne, en 


—— — — pp — 2 m—1 
prenant dx pour conftante, #m—m7y dy +my 
dy 


ddy —0 ; & endivifant par my, il vient — day — ER 5 


, _ dx + dy° . 
d'où mettant cette valeur dans MAY] . on tirera * M Æ 


= HRNENES & partant £ZCouPK Re rs CRE 
m — 1 d'y: M—I1dXx m—1d7y 

Ce qui donne ces conftruétions générales. 
Soit menée par le point 7° où la tangenre MT rencon- 
tre l'axe 4 P, la ligne TS parallele à MC & qui rencontre 
M P prolongée au point S; foit prife ME=-——MS, 


JN =] 


ou bien foit prife PK = ——T Q:il eft clair que fi l'on 


TI =— ] 











mene par le point Æ une parallele, ou par le point À une 
perpendiculaire à l'axe, elles rencontreront #7 C'au point 

cherché C. | 
Si 72 eft négatif, comme il arrive dans les hyperboles, la 
valeur de MÆ fera négative ; 8 par conféquent elles fe- 
ront convexes vers leur axe qui fera alors une afymprote. 
Mais dans les paraboles où #2 eft pofitif, il peut arriver deux 
cas. Car ou 7 fera moindre que r, & alors elles feront 
convexes 
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convexes du côté de leur axe, qui fera une tangente au 
fommet : ou #7 furpañle 1 , & alors elles feront concaves 
vers leur axe qui fera perpendiculaire au fommet. 

Pour trouver dans ce dernier cas le point B où l’axe 4 B 


2111 


couche la développée. On a PQ (22) =); ce qui 


112 





donne trois différents cas. Car ou m3 —2, ce qui n'arrive 
que dans la parabole ordinaire , & alors l’expofant de y étant 


o 1! . I 
nul , cette inconnue s’évanouit ; & par conféquent 4 B— —, 


c’eft-à-dire à la moitié du parametre. Ou 77 eft moindre que 
2, & alors l'expofant de y étant poñif, elle fe trouvera 
dans le numérateur, ce qui rend ( en l'égalant * à zéro } la 
fraétion nulle : c’'eft-à-dire que le point B tombe en ce cas 
fur le point À comme dans la feconde parabole cubique 
axx—y}. Ou enfin 7» furpafle 2, & alors l’expofant de y 
étant négatif, elle fera dans le dénominateur , ce qui rend 
(lorfqu’elle devient zéro ) la fraétion infinie : c’eft-à-dire 
que le point B eft infiniment éloigné du point À, ou (ce 
qui eft la même chofe) que l’axe 4 B eft afymptote de la 
développée comme dans la premiere parabole cubique aax 
— y}. On peut remarquer dans ce dernier cas que la déve- 
loppée CZ O de la demi-parabole 4 D M a un point de re- 
brouflement Z ; de forte que par le développement de la par- 
ue ZO continuée à l'infini, le point D ne décrit que la 
portion déterminée D À , au lieu que par le développement 
de l’autre partie Z C continuée aufli à l’infint, 1l décrit la por- 
tion infinie D M. 


On déterminera le point Z de même que dans lhyper- 


bole. Soit, par exemple , aax = 5 ou y = x°, on aura 
z ÿ 


1::7:8 2 3044. 10:17 
dy=—x dx, dy = — x dx dddy= x 


Lx |c9 


dx; 


& ces valeurs étant fubftituées dans l’équation dx* dd dy 


I 


+ dy dddy — 3dyddy=0 , ontrouvera * AA(x)=v NET. 
Il en eft ainfi des autres. 
Q 
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REMARQUE. 


88. En fuppofant que #1 furpafle 1 , afin que les parabo- 
les foient toujours concaves du côté de leur axe, il peut arri- 
ver différens cas. Car fi le numérateur de la fraétion mar- 
quée par #7 eft pair , & le dénominateur impair ; toutes les 
paraboles combént de part & d’autre de leur axe dans une 
pofition femblable à celle de la parabole ordinaire. Mais fi 
le numérateur & dénominateur font chacun impair; elles 
ont une pofition renverfée de part & d'autre de leur axe, 
enforte que leur fommet À eft un point d’inflexion, comme 


: | : 2 ’ 
la premiere parabole cubique x = y" ou aax — y3. Enfin 
fi le numérateur étant impair, le dénominateur eft pair; 
elles ont une pofition renverfée du même côté de leur axe, 


enforte que leur fommet 4 eft un point de rebrouflement, 
3 


comme la feconde parabole cubiquex = y *ouaxx:= y, 
Tout cela fuit de ce qu'une puiflance paire ne peut pas 
avoir une valeur négative. Cela pofé ,1left évident, : ; 

1°. Que dans le point d’inflexion À, le rayon de la dé- 
veloppée peut être infiniment grand comme dans aax=— 5, 
ou infiniment petit comme dans. aa x — y 

2°, Que dans le point de rebrouflement À , le rayon de 
la développée peut être ou infini comme dans aïxx— y, 
ou zéro comme dans axx=— yi. 

3°, Qu'il ne s'enfuit pas de ce que le rayon de la déve- 
loppée eft infini ou zéro, que les courbes aient alors un 
point d’'inflexion ou de rebrouflement. Car dans ax = 74 
il eft infini, dans ax°— yt il eft nul; & cependant ces pa- 
raboles tombent de part & d'autre de leur axe dans une po- 
fition femblable à celle de la parabole ordinaire, 


D tie 1 RVEE 


89. Soit la courbe 4 M D une Hyperbole ou une Ellipfe 
qui ait pour axe AA (a), & pour parametre AF (4). 


\ 
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abxTbxx 
Va $ 
Si donc 


LA 
On aura par la propriété de ces lignes y=— V 


ne abdx — 2 bxdx — wbbdx 
— RUES 





2V aabx abxx ? qaabx = 4abxxV aabx = abxx 


dx + dy Va x + E dy 
—dxddy 
rale de * MC, on trouvera dans ces deux courbes MC — 


l'on met ces valeurs dans expreflion géné- 
(S 





aabb=aabbx+4bhxx-+-4aabx4abxx V'aabb— De - aabbx+. —— abbxx - —- + 4aabx +. TE 4abxx 
2 a b b 


— te €, puifque de part & d'autre M Q QUE SR Pa ee — 





Vaabb = 4abbx + x + 4bbxx + LE aabx + 5 ss Aabxx 


. Ce qui donne cette conf- 
Zz 4 


cruction qui fert aufli pour la parabole. 

Soit prife MC quadruple de la quatrieme continuelle- 
ment proportionnelle au parametre À F & à la perpendicu- 
laire AT Q terminée par l'axe; le point C fera à la déve- 
loppée. 

Si l'on fait x—0, on aura * 4B— —b.Et fi Pon fair dans 


Fete aVab , . 
lellipfe x=— a , on trouvera D  G— &  C'eft-à- dire égal 





à la moitié du parametre du petit axe. D'où l'on voit quedans 
l'ellipfe la développée BCG fe termine en un point G du 
petit axe D O où elle forme un point de rebrouflement; au 
lieu que dans là parabole & l’hyperbole elle s'étend à infini. 


Si ab dans l'ellipfe, il vient A1C— a ; d’où il fuit que 


cous les rayons de la développée font égaux entre eux, & 
qu’elle ne fera par conféquent qu'un point : c'eft-à-dire que 
l’ellipfe devient en ce cas un cercle qui a pour développée 
fon centre. Ce que l’on fait d’ailleurs être véritable. 


Re SG CMP € V. 


90. Soit la courbe 4 MD une logarithmique ordinaire, 
dont Ja nature eft telle qu'ayant mené d’un de fes points quel- 


Q 1 
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conque M la perpendiculaire MP fur l'afymptote XP , & 
Ja tangente AT ; la fous-tangente P T foit roujous égale 
à la même droite donnée a. 

Onadonc PT es 14, d'où lontire dy 1", dont 
la différence donne, en prenant dx pour conftante, dd y 


a x° d y? 
: & mettant ces valeurs dans Lan 


a aa —ddy ? 


trouve * ME — rade & partant ECou PK = 27. 








L = dy dæ.. y dix? 


on 


Ce qui donne cette conftruction. 

Soit prife P K égale à 7 Q du même côté de 7, parceque 
fa valeur eft négative ; & foit menée X C parallele à PM: je 
dis qu’elle rencontrera la perpendiculaire AZ C au point cher- 


ché C. Car TQ— 2, 


Si l’on veut que le point Â7 foit celui de la plus grande 
courbure , on fe fervira de la formule dx*dddy + dy dddy 
— 3 dyddy—0, que l'on a trouvée * dans l'exemple fe- 


cond ; & mettant pour dy, ddy,dddy, leurs valeurs 2%, 


ydxi vid + \ »: Éd : 
— , 5, Ontrouvera PM(y)=— ay— 


a a 


Il eft clair, en prenant #x pour conftante, que les ap- 
pliquées y font entre elles comme leurs différences dy ou 


dx { . . | 
—; d’où il fuit qu’elles font aufñli une progreffion géomé- 


trique. Car fi l’on conçoit que l’afymptote ou l'axe PX foit 
divifé en un nombre infini de petites parties égales Pp ou 
MR, pfou mS, fg ou n A, &c. comprifes entre les ap- 
pliquées PM, pm,fn,go, &c. l'on aura PM.pm::Rm. 
Sn::PM+Rmoupm.pm+Snou Fr. On prouve de 
même que pm.fn::fn.90, & ainfi de fuite. Les appli- 
quées PM, pm,fn,go, &c. feront donc entre elles une 
progreflion géométrique. 
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91. Soit la courbe AM D une logarithmique fpirale, dont 
la nature eft celle qu'ayant mené d’un de fes points quelcon- 
que M au point fixe À, qui en eft le centre, la droite MA 
& la tangente MT ; l'angle 4 MT foit par-tout le même. 

L’angle AMT ou AmM étant conftant , la raifon de 
mR(dy)àa RM (dx) fera auffi conftante. Il faut donc que 


De, din 
la différence de foit nulle; ce qui donne (en fuppofant 


d x conftante) ddy—o. C’eft pourquoi, effaçant le terme 
yddy dans RE expreflion * générale de ME 
lorfque les appliquées partent toutes d’un même point, on 
trouve ME =, ceft-à-dire ME = 4 M. Ce qui donne 
cette conftruélion. 

Soit menée 4 C perpendiculaire fur Â4M, & qui rencon- 
tre en C la droite M Cperpendiculaire à la courbe ; le point 
C fera à la développée AC B. 

Les angles À MT, AC M font égaux, puifqu’étant joints 
lun & l’autre au même angle 4 M C ils font un angle droit. 
La développée AÂCG fera donc la même logarithmique fpi- 
rale que la donnée AMD , & elle n’en différera que par 
fa pofition. TT 

Si lon fuppofe que le point C de la développée AC G 
étant donné, il faille déterminer la longueur CM de fon 
rayon en ce point, qui * eft égal à la portion AC qui fait 
une infinité de retours avant que de parvenir en À, il eft 
clair qu'il n’y a qu'a mener 4 M perpendiculaire {ur 4C. 
De forte que fi l’on mené AT perpendiculaire fur AM, 
la tangente M1 T' fera aufi égale à la portion 4 M de la lo- 
garithmique fpirale donnée 4 MD. 

Si l'on conçoit une infinité d’appliquées AM, Am, An, 
Ao, &c. qui faffent entre elles des angles infiniment perits 
êc égaux ; À eft clair que les triangles M Am, mAn,nAo, 
&cc. feront femblables , puifque les angles en 4 font égaux, 
& que par la propriété de la logarithimique , les angles en 
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m,n,0, &c. le font aufli. Et partant AM. Am:: Am. 
À n. Et Am.An::An. Ao, & ainf de fuite. D’où l’on voit 
que les appliquées AM, Am, An, Ao, &c. font une pro- 
greflion géométrique lorfqu'elles font entre elles des angles 
égaux. 

Ex EM PL VIT 


92. Soit la courbe 4 MD une des fpirales à l'infini, for- 
mée dans le feéteur B 4 D avec une propriété celle qu'ayant 
mené uu rayon quelconque 4 WP , & ayant nommé l'arc 


entier BPD , 6 ; fa partie BP, 7; le rayon AB ou AP, 


m 


a ; & fa partie AM, y; on ait cette proportion 4.7 ::a".y". 
L’équarion à la fpirale 4 M D eft ÿ® — Ex , dont la dif- 


M—1I ne d 7 


férence donne m y dy en Or à caufe des fecteurs 


femblables AMR , A P p, l'on aura AM(y).AP(a):: 
MR(dx).Pp (dr) Mettant donc cette valeur à 


la place de d7 dans l'équation que l’on vient de trouver ,on 


2 ani d + Leg 7 
aura 3" dy——— dont la difrérence (en prenant dx 


pour conftante ) ef mmy dy + my" ddy—=0; d'où en 
divifant par #77 “, ,lontire — y ddy—=md y; 8 partant 


dx + y dy ydx +ydy ..: à 
M E * ( RÉ PRRERULS ) == nr nice qui donne 
cette conftruétion. 

Soit menée par le centre À la droite 740 perpendicu- 
laire fur À M, & qui rencontre en 7° la rangenre MT, & 
en Q la perpendiculaire MQ ; foitfai T'A+m+i4Q. 
TQ::MA.ME. Je dis que menant £ Cparallele à 7 Q, 
ellé ira rencontrer MQ en un point C qui fera à la déve- 
loppée. 

Car à caufe des paralleles MRG,TAQ, l'oû aura MR 


(dx)+m+iRG(E). MG (dx +) :: TA + 





DES INFINIMENT PEr:iTs. /. Part. 127 
Se x° dy 
+i140.TO:: AM NPA ET PNE 
Re e È 2 dx + m+1dy 
E xEeM p LE VIIL 


93. Soit À M D une demi-roulette fimple, dont la bafe 
B D eft égale à la demi-circonférence B Æ À du cercle gé- 
nérateur. 

Ayant nommé 4P ,x; PM,7y;farc AE ,u; & le dia- 


metre 4 B, 2a; l’on aura par la propriété du cercle P E — 





————__—_—_—_— 


V'2ax—xx; & par celle de la roulette y=—x + V2aX— xx , 








nt adx — xdx adx—xd 
dontla différence donne dy=du += = 
Viax + xx Viax- LL 


a d x 
D il 


ae 
ou dxy ==, en mettant pour 4 fa valeur 
#3 ZAR XX 





—— 4 À X2 





fuppofant d x conftante, ddy=— ——— ; $& en mettant: 


XVLAX—XX 








dx:+ dy’ dx:+ dy , x 
ces valeurs dans <= +7 Z 1l vient * MC — 


—dxddy 





2 V4aa — 2ax, c'eft-à-dire 1 BE oui MG. 

Si l'on fait x=—o, l’on aura AN —4a pour rayon de la 
développée dans le fommet 4. Mais fi l’on fait x=— 24, on 
trouvera que le rayon de la développée au point D devient 
nul ou zéro ; d’où l’on voir que la développée à fon origine 
en D, & qu'elle fe termine en N enforte que BN— B A. 

Pour favoir la nature de cette développée , il n’y a qu'à 
achever le reétangle BS, décrire le demi-cercle DIS qui 
à pour diametre DS, & mener DJ parallele à A7C ou à 
BE. Cela fair, il eft clair que l’angle B DJ eft égal à l’an- 
gle E BD ; & par conféquent que les arcs D7, BE font 
égaux entre eux; d'où il fuit que leurs cordes D7, BEF ou 
G C font aufli égales. Si donc l’on fait 7 C, elle fera égale & 


arallele à D G, qui par la génération de la roulette eft égale. 


O 


à l'arc BE ou DIT; & partant la développée D CN eft une 
demi-roulette qui a pour bafe la droite VS égale à la demi- 
circonférence DIS de fon cercle générateur : c’eft-à-dire 
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que c’eft la demi-roulette même 4 M D B ‘pofée dans une 
fituation renverfée. 


ETO KR o:L:L: AIRE. 


94. Il eft clair * que la portion de roulette D C eft dou- 
ble de fa tangente CG, ou de la corde correfpondante D 1. 


_Et Ja demi-roulette D CN double du diametre BN ou DS 


de fon cercle générateur. 
AUTRE SOLUTION. 


95. On peut encore trouver la longueur du rayon MC 
fans aucun calcul, en cette forte. Ayant imaginé une au- 
tre perpendiculaire 72 C infiniment proche de la premiere, 
une autre parallele ze, une autre corde Be, & décrit des 
centres C, B les petits arcs GA, EF, on forméra les 
triangles reétangles GH2, E Fe qui feront égaux & fem- 
blables ; car Gg —E£'e, puifque B G ou ME eft égal à l'arc 
AE , & de même B9 ou Me eft égal à l'arc 4e; de plus 
Hgoume—MG—=Feou Be—BE ;GH fera donc égal 
EF, Or les perpendiculaires MC, m C, étant paralleles aux 
cordes £B,eB, l'angle MCm fera égal à l'angle EBe. 
Donc puifque les arcs GA, EF, qui mefurent ces angles, 
font égaux, il s'enfuit que leurs rayons CG, BE feront 
aufli égaux ; & partant que A/C doit être prife double de 
MG ou de BE, 


LE M ME. 


96. S’17 y a un nombre quelconque de quantités a,b, c, 
d,e, Gc. foit que ce nombre fort fint ou rnfini, fort que ces 
quantités foient des lignes, ou des furfaces , ou des folides ; 
la fomme a—b+b—c+c—d+d—e, Gc de toutes 
leurs différences eft égale a la plus grande à , moins la plus 
petite e, ou fimplement à la plus grande lorfque la plus petite 
eft zéro. Ce qui eft vifible. 


GOROLrTATRE EL 


97. Les feteurs CMm, CG FH étant femblables, il eft 


clair 
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clair que Mr» eft double de G 7 ou de fon égale £F; & 


comme cela arrive toujours en quélque endroit que l’on 
{uppofe le point A7, il s'enfuir que la fomme de tous les 
petits arcs M, c’eft-à-dire la portion Am de la démi-rou- 
lette AMD, eft double de la fomme de tous les petits arcs 
E F, Or le petit arc Æ F fait partie de la corde AE per- 
pendiculaire fur BF, & eft la différence des cordes 4, 
Æe, parceque la petite droite e À” perpendiculaire fur 4e 
peur être confidérée comme un petit arc décrit du centre 
À ; & partant la fomme de tous les perits arcs £ F dans 
l'arc AZ E fera la fomme des différences de toutes les cor- 
des A, Ae, &c. dans cet arc, c'eft-à-dire par le Lemme 
qu'elle fera égale à la corde 4 Æ°. Il eft donc évident que 
la portion 4 M de la demi-roulette 4 MD eft double de 
la corde correfpondante 4 F7. 


C Or ROLL AIR En T1]: 


98. L’efpace MGgm * ou le trapeze MGHm — 


© —— — —— 


LMm+EGHxMG=+EFxBE, ceft-à-dire quil 


eftcriple dutriangle £ B F'ou FE Be; d’où il fuit que l’efpace 
M G.B À fomme de tous ces trapezes, eft triple de l’efpace 
circulaire B E’Z À fomme de tous ces triangles, 
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99. Nommant B P,7:larc 4Z E ou E Mou BG ,u; & 
le rayon À À, a; l’on aura le parallelogramme MGBE — uz, 
Or lefpace dela roulete MGBA=3BEZA—=;EKB 


+ 7 au ; & partant l’efpace 4 ME B renfermé par la por- 
tion de roulette AM, la parallele MF”, la corde BF &8z.le 
diametre AB, et 3 EKB + . au —u7. D'où il fuit 
que fi on prend BP(2)— Fra , l'efpace AM E B fer tri- 


ple du triangle correfpondant £ KB ;:8 aura par conféquent 
fa quadrature indépendante de celle du cercle. Ce que 
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M. Hugens a remarqué le premier. Voici encore une autre 
forte d’efpace qui a lamême propriété. 

Si l’on retranche de lefpace AME'B le fesoment BEZ A, 
il reftera l’efpace AZE M—2E£EKB+au—uz; doùlon 
voit que file point P tombe au centre X', l’efpace AZ E M 
{era égal au quarré du rayon. Il eft évident qu'entre tous les 
efpaces AM FB & AZE M, il n'y a que les deux que 
l'on vient de déterminer qui aient leur quadrature abfolue 
indépendante de celle du cercle, 


EX BMD CEE AL X 


100. Soit la demi-roulette 4 MD décrite par la révolu- 
tion du demi-cercle ÀE B autour d’un autre cercle immo- 
bile BGD; & qu'il faille déterminer fur la perpendicu- 
laire M1 G donnée de pofition , le point où elle touche la 
développée. 

Pour fe fervir des formules générales il faudroit prendre 
pour les appliquées de la courbe AMD, des lignes droi- 
tes perpendiculaires fur l'axe O À, & chercher enfuite une 
équation qui exprimat la relation des coupées aux appli- 
quées ,. ou de leurs ditférences. Mais comme le calcul en 
feroit fort pénible , il vaut beaucoup mieux dans ces fortes 
de rencontres en center la folution en fe fervant de la gé- 
nération même, 

Lorfque le demi-cercle 4£°B eft parvenu dans la pofi- 
tion 41 G B dans laquelle 1l touche en G la bafe BD ; & 
que le point décrivant À tombe fur le point M de Ia demi- 
roulette À4M D : il ef clair, 

1°, Que l'arc G M eft égal à l'arc G D, comme auñi Parc 
GB du cercle mobile à l'arc G B du cercle immobile. 

2°, Que M G eft * perpendiculaire fur la courbe; car con- 
fidérant la demi-circonférence MG B ou AE B & la bafe 
B GD comme l’afflemblage d’une infinité de petites droites 
égales chacune à fa correfpondante, il eft manifefte que la 
demi-roulette 4 MD fera Paflemblage d’une infinité de pe- 
tits arcs qui auront pour centres fucceflivement tous les points 
rouchans G, & qui feront décrits chacun par le même point 


M ou À. 
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3°, Que fi l’on décrit du. centre © du cercle immobile 
l'arc concentrique ME"; les arcs MG, ÆE B du cercle mo- 
bile feront égaux entre eux, aufli bien que leurs cordes MG, 
Æ B & les angles OGM, OBE. Carles droites OK, OK 
qui joignent les centres des deux cercles font égales, puif- 
qu’elles paflent par les points touchans B , G; c'eit pourquoi 
menant les rayons OM, OE & KE, on formera les trian- 
gles OX M, OKE égaux & femblables. L’angle OX M 
étant donc égal à l’angle OKF'; les arcs MG, BE des 
demi-cercles égaux M GB, BE À, quimefurentcesangles, 
feront égaux, comme aufli leurs cordes MG, E B doù il 


fuit que les angles OGM, OBE le feront aufi. 


Cela pofé, foit entendue une autre perpendiculaire #1 C 
infiniment proche de la premiere, un autre arc concencri- 
que 77e, & une autre corde Be; foient décrits des centres 
C,B, les perits arcs GA, EF. Les triangles redangles 
GHz, E Fe feront égaux & femblables ; car Gg ou Do 
— DG—Ee ou à l'arc Be—larc BE, de plus 9 ou 
mp — MG—Fe ou à Be— BE. Le petit arc GA fera 
donc égal au petit arc Æ F'; d'ou il fuit que l'angle GCA 
eft à l'angle Æ BF, comme BE eft à CG. Ainf toute la 
difficulté fe réduit à trouver le rapport de ces angles, Ce 
qui fe fait en cette forte. 

Ayant mené les rayons OG, Op, KE, Ke, & nommé 
OG ou OB,6; KE ou À B ou KA, a; il eft clair que 
l'angle FBe—OBe—OBEF—=Opm—OGM—(en 
menant G Z, GG paralleles à Cm, Oe)LGM—OGT 
— GCH— GOg. On aura donc l'angle GCH=GOp 
+ E BF. Orles arcs Gp, FE e étant égaux, l’on aura auf 
GOg.EKeou1EBF::KÆE(a).OG(6); & partant 


l'angle GOg—ŸEÆEBF,& GCH—"}"EBF.Donc 








b b 
b <. 
GCX.E BF où BE.CG:: = . 13 & partant l'incon- 
| b 
nue CG— —— BE où MG. Ce qui donne certe conftruc- 
tion. 
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Soit Gi OA(2a+b).OB(6):: MG, GC, le point 
Cfera à la développée: 

_Deft clair 1°. que eette développée commence au point 
D, & qu'elle y couche la bafe B G D; puifque l'arc G M de- 
vient en ce point infiniment petit. 2°. Qu'elle fe termine au 
point  , enforte que O 4.0 B :: A B.BN::04—AB 
ou OB:0B—BN ou ON; c'eft-à-dire que O 4, OB, 
O Nfont continuellement proportionnelles, 3°.S1 l'on décric 
à préfent le cercle NS Q du centre ©, je dis que la déve- 
loppée D CN eft formée par la révolution du cercle mobile 
G CS, qui a pour diametre GS ou B N, autour de limmo- 
bile NS Q; c'eft-à-dire qu'elle eft une demi-roulette fembla- 
ble à la propofée, ou de même efpece ( parceque les diame- 
tres ÂB, BN des cercles mobiles ont entre eux le même 
rapport que les rayons O B, ON des cercles immobiles), 
& pofée dans une fituation renverfée enforte que fon fommet 
eft en D. Pour le prouver, fuppofons que les diametres des 
cercles mobiles fe trouvent fur la droite O Z'menée à difcré- 
tion du centre ©; elle paflera par les points touchans S, G; 
& faifant 4 Bou TG.BNouGS :: MG.G.C; le point 
C'fera à la développée, & de plus à la ronoene du cer- 
cle GCS; car l'angle GMT étant droit, l angle GCSle 
PAR D caufe des angles égaux MG LSCGHal arc 
TM ou GB eft à Parc CS one le nee Cie 
diametre G$::0G.O0S::GB. NS ; & partant les arcs 
CS,SN fontégaux. Donc, &c. 


G'O'R:O LL A FR EL 


101. Il eff clair * que la portion de roulette D C eft égale 
à la droite CM; & partant que D C'eft à fa tangente CG: 
AB+BN.BN::OB+ON.ON;ceft-à-dire comme la 
fomme des diametres des deux cercles générateurs, ou des 
cercles mobile & immobile, eft au rayon du cercle immobile, 
Cette vérité fe découvre encore de la maniere qui fuit. A 
caufe des triangles femblables CMm,€CG A, lon aura My. 
GHou CNE OA+OB(2a+ 26). O B(). 


D'où il fuit (comme dans l’art. 97 ) que la portion de roulette 
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A M eft à la corde correfpondante À Æ , comme la fomme 
des diametres du cercle générateur & de la bafe, eft au rayon 
de la bafe. 


GO R:O EL AIR El 1 


A ——— ———————————û ————_———— ——— 


102. Le trapeze MGHm—=-GH+-Mm x MG. 


OCG(- = MG).CM(“ÈCMG) :: GA. 


24 +b 





M m=#"+# GH. Donc puifque GH—EF,& MG 
— E B,, l'on aura M G Hm— _ PEFxEB:ceft-à- 
dire que le trapeze M G H m fera toujours au triangle cor- 
refpondant FE BF::12a+ 36.6. 

D'où il fuit que l’efpace MG B À renfermé par MG, 
AB perpendiculaires à la roulette, par l'arc BG & par la 
portion de roulette MA, eft au fegment de cercle corref- 


pondant BE Z A::12a+360.6. 





GO RO: AILAARTIERGE AT FE 


103. Il eft vifible que la quadrature indéfinie de Ia rou- 
lette dépend de la quadrature du cercle : mais fi l'on prend 
OQ moyenne proportionnelle entre OX, OA, & qu'on 
décrive de ce rayon l'arc Q Æ M; je dis que l’efpace AB E M 
renfermé par le diametre 4B, la corde BE’, l'arc EM, 
8 par la portion de roulette AM, eft au triangle E KB 
.:2a+ 30.6. Car nommant larc À E ou GB , u ; le rayon 


CHOSE l’on aura OB (27/00. (5) :°GB (x). RQ ou 
ME =" Et partant l’efpace RGBQouMGBE,, ceft- 





à-dire LGB+TRQ x BOT, Or* l'efpace de la 


roulette M GB A—+35°%x BEZA=TE x EK B + 





b 


b . , ! ! 
+87 xKEZA(®). Si donc l’on retranche le précédent 


Frc. 85. 


Frc. 87. 


* Ari. 102. 
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PET b _ 
efpace de celui-ci ,il reftera 4 B E M— re 


: b 2a+ 30 . 
de + ne xEK B==EKB, puifque par la conf- 
truction 77 —2aa + 3ab+66. D'où l’on voit qué cet 
efpace a {a quadrature indépendante de celle du cercle, & 

qu'il eft le feul parmi tous fes femblables. 
En voici encore un autre qui a la même propriété. Si l’on 


retranche del’efpace ABÆE Miefesment B E Z 4 (= au + 


E KB), il reftera l'efpace AZ E M— a 


HSE KB— PE Kb en faifant 77 — 24aa + 


2ab+6b: ceft-à-dire que fi l’on divife la demi-circonfé- 
rence en deux également au point Æ , l’efpace AZ FM fera 
au double du triangle Æ X B , c'eit-à-dire au quarré du rayon 


:: OK (a+). OP (6). 


COR ÉOËLEL AT IRE EVE 

















Fig. 88. 104. Si le cercle mobile 4 Æ B roule au-dedans de l’im- 
mobile BGD , fon diametre 4 B devient négatif de po- 
fitif qu'il étoit auparavant; & partant il faut changer de fi- 
gnes les termes où il fe rencontre avec une dimenfion im- 
paire. D'où il fuit, 1°. Que fi l’on mene à difcrétion la per- 
pendiculaire M G à la roulette, & que l’on fafle O 4 

*k Arr 100. (b—12a).OB(b):: MG.GC ,le point C fera*àla dé- 
veloppée DCN décrite par la révolution du cercle qui a 
pour diametre B N, au-dedans de la circonférence NS con- 
centrique à B D. 2°. Que fi l'on décrit du centre O Farc 

* Armiot. ME, la portion de roulette AM fera * à la corde AE :: 

* Art.102. 2h—2a.b. 3°. Que l’efpace MG B À eft * au fegment 
BEZ A— 3h — 14.06. 4°. Que fi lon prend OQ — 


Vzaa—3ab+66, ceft-à dire moyenne proportionnelle 
entre OX, O À ; l'efpace 4 B FE M renfermé par la portion 
de roulette 4 M, l'arc ME, la corde Æ B, & le diametre 
* Art. 103. AB. fera * au triangle E K B::30—2a.b. Mais que fi 
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l'on fait OQOouOE— Vzaa—2ab+6b, ceft-à- dire 


que l’arc AE {oit le quart de la circonférence; l’efpace 
AZ E M renfermé par la portion 4 M de roulette, & par 
les deux arcs ME , AE’, fera * au triangle Æ XB qui eft 


en ce cas la moitié du quarré du rayon:: 26— 24.0. 
CoOROLLAIRE V. 


105. Si l’on conçoit que le rayon O B du cercle immobile 
devienne infini, l'arc B G D deviendra une ligne droite, & 
la courbe 4 M D deviendra la roulette ordinaire. Or comme 
dans ce cas le diametre 4B du cercle mobile eft nul par 
rapport à celui de l’immobile ; 1l s'enfuit, 1°. Que MG. 
GC::6.8. Puifque bHza—56, c'eft-à-dire que MG— 
GC; & partant que fi l’on prend BN— AB, & qu'on mene 
la droite NS parallele à BD , la développée D CN fera 
formée par la révolution du cercle, qui a pour diametre 
BN, fur la bafe NS. 2°. Que la portion de roulette AM 
eft à la corde correfpondante 4Æ':: 24.6. 3°. Que l’efpace 
MG B À eft au fegment BE ZA :: 36.6. 4°. Puifque BQ 


ou+OQT+OP, que j'appelle x, TV 200 + 3ab+ bb, 
d'où l’on tire (en Otanc les incommenfurables) xx=+ 2 x 


144 + 3 ab ; l'on aura x — Za, en effaçant les termes 


où # ne fe rencontre point , parcequ'ils font nuls par rap- 
port aux autres. C’eft-a-dire que fi l’on prend dans la rou- 


lette ordinaire B p— : AB, & qu’on mene la droite PE M 
parallele à la bafe B D; l’efpace AM EB fera criple du 


triangle £ À B. On trouvera en opérant de la même ma- 
niere, que fi le point P tombeau centre K, l’efpace AZ E M 
renfermé par la portion de roulette 4 M, ‘la droire MF, & 
l'arc AE, fera égal au quarré du rayon. Ce que l'on a 
déja démontré ci-devant art. 99. 


REMARQUE. 


106. Comme les arcs DG, G}M font toujours égaux 


NATL AO 


Frc, 86,88. 


Fic. 85, 88. 


Fire. 87,88. 


Fic. 83. 


Fic. 84. 








Fire, 89. 
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entre eux, il s'enfuit que l'angle D O G eft auffi toujours à 


l'angle GX M :: GK. OG. C’eft pourquoi l’origine D de 
la roulette D M À, les rayons OG, GX des cercles gé- 
nérateurs , & le point touchant G étant donnés, fi l’on veut 
déterminer dans cette poficion le point 7 qui décrit la rou- 
lette, il ne faut que tirer le rayon À M enforte que l'angle 
GKM Lit à l’angle donné DOG :: OG.GK. Or je dis 
maintenant que cela fe peut toujours faire géomérrique- 
ment lorfque le rapport de ces rayons fe peut exprimer par 
nombres; & partant que la roulette D M À eft alors géo- 
métrique. 


Car fuppofant, par exemple, que OG.GK ::13.5; 
il eft clair que l'angle MX G doit contenir deux fois lan- 


ole donné D O G & de plus — decet angle. Toute la diff- 


culté fe réduit donc à divifer l alé DO G en cinq parties 
égales. Or c'eft une chofe connue parmi les Géometres,, 
qu'on peut toujours divifer géométriquement un angle ou 
un arc donné en tant de parties égales qu’on voudra ; puif- 
qu'on arrive toujours à quelque équation qui ne De 
que des lignes droites. Donc, &c. 

Je dis de plus que la roulette D M À eft mécanique, ou, 
ce qui eft la même chofe, qu'on ne peut déterminer géo- 
métriquement fes points M lorfque la raifon de OGaXG 
ne fe peut exprimer par nombres, c’eft-à-dire lorfqu'elle eft 
fourde. 

Car toute ligne, foit mécanique, foit géométrique , ou 
rentre en elle-même , ou s'étend à l'infini, puifqu'on peut 
toujours en continuer la génération. Si donc le cercle mo- 
bile À BC décrit par fon point 4 dans fa premiere révolu- 
tion la roulette À D Æ’, cette roulette ne fera pas encore 
finie, & continuant tou Tone de rouler 1l décrira la feconde 
EFG, puis la troifieme GT, & ainf de fuite jufqu’à ce 
que le point décrivant À retombe après plufieurs révolutions 
dans le même point d'où il étoit parti. Et pour lors fi on 


| recommence à rouler le cercle mobile 4 BC, il décrira dere- 


chef la même ligne courbe, de forte que toutes ces roulet- 
tes 
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tes prifes enfemble: ne compofent qu'une -feule courbe 
ADEFGHI, &c. Orles rayons des cercles générateurs 
étantincommenfurables, leurs circonférences le ferontaufli ; 
& par conféquent le point décfivant 4 du cercle mobile 
AB C ne pourra jamais retomber dans ie point À de l’im- 
mobile, d'ou il étoit parti, fi grand que puifle être le nom- 
bre des révolutions. Il y aura donc une infinité de roulet- 
ces qui,ne formeront cependant qu'une même ligne courbe 
ADEFGHI, &c. Maintenant fi l'on mene au travers du 
cercle immobile une ligne droite indéfinie , 1l eft clair 
qu'elle coupera la courbe continuée à l'infini en une infinité 
de points. Or comme l'équation qui exprime la nature d’une 
lisne géométrique doit avoir au moins autant de dimenfions 
que cette ligne peut être coupée en de différents points par 
une droite ; 1l s'enfuit que l'équation qui exprimeroit la na- 
ture de cette courbe auroit une infinité de dimenfons, Ce 
qui ne pouvant être, on voit évidemment que la courbe 
doit être mécanique ou tranfcendante. 


PrRorosITIoN IIL 
Problème. 


107. La ligne courbe BFC étant donnée, trouver une inft- 
nité de lignes AM, BN, EFO, don: elle fort la dévelop- 


pée commune. 


Si lon développe la courbe B F C'en commençant parle 
point À, il eft clair que tous les points 4, B, F du fil 
ABFC décriront dans ce mouvement des lignes courbes 


AM, BN, FO qui auront toutes pour développée com- 


mune la courbe donnée B FC, Mais il faut obferver que’ la 
ligne FO n'ayant pour développée que la partie FC, fon 
origine n’eft pas en #'; & que pour la trouver, il faut dé- 
velopper la partie reftante B F en commençant au point F 
pour décrire la portion Æ F de la courbe Æ FO dont l'ori- 
sine eft en Æ , & qui a pour développée la courbe entiere 


BFC. 








Fr, or. 
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Si l’on veut trouver les points M, N,;0 fans fe fervir du 
fl 4B FC, il n’y a qu'à prendre fur une tangente quelcon- 
que CM autre que BA, les parties CM, CN, CO éga- 
IS A BFC BCP 


GC o:R:O LE ATER SE: 


108. Il eft évident, 1°. Que les courbes 4M, BN, 
£ FO font d’une nature très différente entre elles ; puifque 
la courbe 4 M a dans fon fommet 4 le rayon de {a déve- 
loppée égal à AB, au lieu que celui-de la courbe B N eft 
nul, Jl eft vifible auffi par la figure même de la courbe £ FO 
qu'elle eft très différente des courbes AM, BN. 

2°, Que les courbes AM, BN, E FO ne font géomé- 
triques que lorfque la donnée BFC eft géométrique & de 
plus rettifiable, Car fi elle n’eft pas géométrique, en pre- 
nant BX, pour la coupée, on ne trouvera point géométri- 
quement l’appliquée À C : & fi elle n’eft pas rectifiable, 
ayant mené la tangente CM, on ne pourra déterminer géo- 
métriquement les:points M, NV, O des courbes AM, BN, 
Æ£ FO; puifqu'on ne peut trouver géométriquement des li- 
gnes droites égales à la ligne courbe BFC, & à fes por- 
uons BF, FC. 

REMAR QU E. 


109. Si l’on développe une ligne courbe B AC qui aitun 
point d'inflexion en À, en commençant par le point D au. 
tre que le point d'inflexion; on formera par le développe- 
ment de la partie B 4 D la partie DEF ; &.par celui de 
la partie DC, la partie reftante D G : de forte que FE DG 
fera la courbe entiere formée par le développementde B AC 
Or il eft vifible que cette courbe rebroufle chemin aux points 
D & E’, avec cetre différence qu’au point de rebrouflement 
D les parties DE, D G ont leur convexité oppofée l’une 
à l’autre ; au lieu qu’au point Æ les parues DE, EF {ont 
concaves vers le même côté. On a enfeigné dans la feétion 
précédente à trouver les points de rebrouffement tels que 
D : il eft queftion maintenant de déterminer les points Æ, 
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qu'on peut appeller points de rebrouflement de la feconde 
{orte, & que perfonne , que je fache, n’a encore confidéré. 
y CC QUE P »q ) | 

Pour en venir à bout, on menera à difcrétion fur la partie 
D F deux perpendiculaires MN, mn, terminées par la dé- 
veloppée aux points V, 7, par lefquels on tirera deux autres 
perpendiculaires NH , n A fur les premieres NM, nm; ce 
qui formera deux petits feteurs MN», N Hn qui feront 
femblables, puifqaue les angles M Nm, N Hn font égaux. 

2 P q © ? © 
On aura donc Nr.Mm:: NH.NM. Or dans le point 
d'inflexion À le rayon V H devient *'‘infini ou zéro ; & le 
ÿ ; 

rayon M N, qui devient ÀÆ', demeure d’une grandeur finie, 
Il faut donc qu’au point de rebrouflement Æ de la feconde 
forte, la raifon de la différence Nr du rayon MN de la 
développée, à la différence Mm de la courbe, devienne ouin- 
finiment grande ou infiniment petite. Et partant puifque * 


es LE dures Li, 

___—3dxdyddy" dx + dy * +dxdddydx'+dy ° 
IN TROT TX: ddÿ: ;, & M 
DOTE Se ST} 7 À … dx dddy+dy" dddy—3;dyddyÿ 
= Vdx HV EROn QU En ne ES EE 


ou co ; &c multipliant-par dx dd y", on trouvera la formule 
dx dddy+dyÿdddy—;dyddÿ—=0o ou c , qui fervira 
à déterminer les points de rebrouflement de la feconde 
forte. 


É Art, 81, 


* Art. 86. 


On peut encore concevoir, qu'une rebrouffante D'Æ EF Fic. 02. 93. 


ou ADF F G de la feconde forte, ait pour développée une 
autre rebrouflante B 4 C de la fecoñde forte, telle que fon 
point de rebrouflement 4 réponde au point de rebrouffe- 
_ ment Æ', c'eft-à-dire qu'il foir fitué fur le rayon de la déve- 
Joppée qui part du point Æ°. Or 1l eff clair, dans cette fuppo- 
fition , que le rayon £'4 de la développée fera toujours un 
plus perit ou-un plus grand; 8& partant que la différence de 





dx dy 

— dxddy 
pée, doit être nulle ou infinie au point cherché £Æ'; ce qui 
donne la même formule qu'auparavant :de forte qu’elle eft 
générale pour trouver les points de rebrouflement de la fe- 
conde forte. S ii 


expreflion générale * des rayons de la dévelop- 


FAT ITOS 








Frc.s, pl. A, 
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Une courbe continue quelconque alocbrique ou tranfcendante décrite 


fur un plan étant propofce : fi l’on nomme labafle 4P. x, l’ordonnée 


PH, y, le rayon vecteur A F,r, la normale AR, f, la perpendicu- 
laire 4 O fur la tangente; 2; le rayon de courbure HD , k, le périmetre 
AH,u,langle ATH de la ligne des abciffes avec, la tangente , », 
l'angle 4 A T de la tangente avec.le rayon vecteur, z, l'angle Æ 4 P 
du rayon vecteur avéc la ligne des abciffes, 7; on aura, en prenant le 
rayon des tables pour Punité , 





ZAT1E m— Ÿ, du —= d x me É— x? + y:  Ê— LYS 
X 

tds +ay À Y de (le figne = étant pour la courbe concave, & le 

+dxd(57) 


figne + pour la courbe convexe). Ces formules ont été démontrées 
dans les. articles précédents. Maintenant le triangle 4 OT, reétangle 


























dx d dx—x 
en © , donne 1 : AT na En. ; Pr h— FT 
V dx? + dy V dx" +-dy* 
d x 4% dx — xd 
Te ve :cofem ( ETS nr pi 
ace Va x° + EPFL s4 Vi + dy° 


le triangle Æ O À rectangle en O, fi l’on prend Æ O pour le rayomdes 
tables , O 4'fera la tangente de l'angle z Mais HO — AT 





Jde d d pe 
Crre ay: CE) TO ==% PSORPS . ; donc rang. ist péiedhanthe À 
Enfin, dans le triangle ÉALAfE A PH, fi l'on prend Z2P pour le 
rayon des tables, on aura x :y::1:1an9, 7% — re 

X 


Toutes ces équations font entre trois co-ordonnées ; en combinant 
trois à trois les dix co-ordonnées que nous avons choifies , on en tireroit 
cent vingt qui exprimeroient autant de propriétés communes À toutes les 
courbes. On demande, par exemple ; la relation entre k;, s & m? A 


d x _L dmdu* 
- & de cof. m— — Pres 
f: ; du : FE SFR 2 





caufe de d rang:m— 


d m 
cof, mr 
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d d 
Re —. De plus, à caufe de /£7. m — 7 ; tdt(—xdx+7yd7y) 


— = 77 7 m V — y + y fin. m ) ; d'où il fera facile de 


t VEdm dm — dt? 
————, Après avoir diffé- 
kdm 








| DÉC 2 nn A m = cof. 7 


rentié cette équation, on y mettra pour dy fa valeur = K dm fin. m, 


tdt 
&-on-aura (a)... (K dm—d- 








— EVE dm dt?) fin. m2 


tdt VE dm 


kdm 





TE 
E) cof. m ; formule très compliquée. 


d d 
Mais, à caufe de d sanp. 7 (— ee) — 7 ee RnnE— 


X 


xdy—vydx dt 
PAIE Lange Te De plus hL étant coal à à £ fin. 2, on 4 
VA 





1° 
dh(— drfinn+tdncof.n) —=(dttang.n +tdn) cof. nr — 
Ve k: 

(dy; + dn)tcof.n—1tdm cof.n;&;, a caufe de cof nr —= ; x 


LA 


Et SÉD 2281 d 
dh—amV 1° —h*, On a auf AO (—"" +) — NIET —h*; d’où 

















: . : tVdu:— dt? ; 
il eft facile de tirer À —= —— ; & par conféquent Zu — k dm 
r 
dit—hdh ES 
—— # RSR OR PP /CUR DIRE AI 
Vri—h: 
:Vedm — dt tdt 


= art ——= O, 


kdm 
En comparant cette derniere équation à l’équation (4) , on en tirera 











(2)...... Kkdm— 





tdt +Vk°dm'— dt? 
(Gisele dors ASE — ©, 
k kdm 
que nous démontrerons directement de la maniere fuivante. 











Des deux équations 4 du: V du — dé, kdh— Ærdr, on 


AE tV du*— dt: {D 
te Eie —'d Se 15) OÙ lon mettra pour dx fa valeur 
LU 





tdt VE: dm — dr? 
TEE & ON AU — = dd — —>= © D'ailleurs o 
KE Kdm; : LT © eurs on 





+ ten er ms qe 


20 a ER + ne en TT _ - vo en me ann = — 
+ DRASS PSE 2e: eue Te SE er PES — z Zi = Z 2 nn + mm de. cute _—— = 
—— : e- Er EF brun . - ra . Age LE TEES De: . LS ne. pan + 51 rt » GE A - 
_ =  — ES se = xs ha DE Œ RE eut PRÉDIT STE EME RS mA 2 À » Sphère, 


/ 
| 
: 
| 
| 1 
| 
$ 
| 
FL 
l 
[ 
LI 
|| 
| 
A! 
4: 
| 
| 
| 
| 





0 va 
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s’affurera bien aifément que les équations (4) & (c) font identiquement la 
tdt tVk dm — dr 


même chofe. En effet on tirera de la feconde LÉ ET D. me 
« 412 








M PU EU OR 
* e—( f° . 
V’: — 


valeur de k dm dans la premiere , elle deviendra ——— 





& par conféquent k d m —= —, En fubflituant cette 


td Le 
tat— _ 


Ar 


: 
VE DE ë f : a, qui eft évidemment identique. 


On doit conclure des calculs précédents qu’il n’eft pas toujours facile 
de trouver entre trois co-ordonnées l'équation la plus fimple ; puifque le 
plus fouvent on n’y peut parvenir qu’en combinant entre elles un très 
grand nombre d’autres relations en apparence fort étrangeres à celle que 





l’on cherche. On a donc fait une chofe utile dans l'ouvrage qui a pour 
titre , Traité des propriètès communes à toutes les courbes , en calculant les 
cent vingt formules relatives aux dix co-ordonnées que nous avons déj 
finies au commencement de cet article. Il eft à croire qu’elles n’y font 
pas toutes fous la forme la plus fimple; & qu’en combinant de nouvelles 
co-ordonnées avec celles qu'on y a choifies, il feroit peut-être poffible 
d’en fimphifier plufñeurs. Nous n’en regardons pas moins le Traité dont 
il s’agit comme un très bon fupplément à l’'Ouvrage de M. le Marquis de 
l'Hôpital, & nous y renvoyons avec d’autant plus de plaifir, que nous 
favons qu'il eft de bonne main. L’Auteur eft avantageufement connu 
des Géometres par plufieurs Ouvrages, & fur-tout par la part qu'il eut 
au Traité des courbes algcbriques, un des meilleurs en ce genre, Celui 
que nous-annonçons fe vend chez Didor l’ainé, rue Pavée Saint-André 


des- Arcs. 
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bed doi Mu Vel 


U/fage du calcul des différences pour trouver les 
Caufliques par réflexion. 


D'É FINITION. 


S 1 l’on conçoit qu’une infinité de rayons B A, BM, BD, Fic. 94,95. 


qui partent d’un point lumineux B , fe réfléchiflent à la ren- 
contre d’une ligne courbe 4 MD , enforte que les angles 
de réflexion foient égaux aux angles d'incidence; la ligne 
# FN, que touchent les rayons réfléchis ou leurs prolon- 
sements À 4, MF, DN, eft appellée Caufhique par ré- 


flexion. 
CO RLONL TE MIRE L- 


1 10. Si lon prolonge } À en 7, de forteque A7—4B, 
& que l’on développe la cauftique Æ F N en commencant 
au point /; on décrira la courbe Z ZX celle que la tangente 
FZ fera * continuellement égale à la portion FA dela 
cauftique plus à la droite À 7. Et fi l’on conçoit deux rayons 
incident & réfléchi B m , m F'infiniment près de BM,MF, 
& qu'ayant prolongé Fr en /, on décrive des centres F, B 
les peuts arcs MO, MR : on formera les petits triangles 
rectangles MOm,MR m, qui feront femblables & égaux ; 
car puifque l'angle OmM=FmD = Rm M, & que de 
plus l’hypothénufe M m eft commune, les petits côtés Om, 
R m feront égaux entre eux. Or puifque O7 eft la différence 
de Z M, & R m celle de B M, & que cela arrive toujours en 
quelque endroit qu'on prenne le point M; 1l s'enfuir que 
M L— 1 4 ou AH+ HF— MF fomme * de toutes les 
différences O 7» dans la portion de courbe AM, eft — 
B M — B À fomme * de toutes les différences À» dans la 
même portion ÀM. Donc la portion AF de la cauftique 
HF N fera égaleà BM—BA+MF— A FH. 





CP + © oo à + A ms 4 mes 
” — —— = = = — nm _— _ _ = 





Fic. 95. 


Fic. 94,95. 


Frc. 96. 


Frc. 94. 
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Il peut arriver différents cas, felon que le rayon inci- 
dent B 4 eft plus grand ou moindre que BM, & que le 
réfléchi 4 H développe ou enveloppe la portion Æ7F pour 
parvenir en M F': mais l’on prouvera toujours , comme l'on 
vient de faire, que la différence -des rayons incidents eft 
égale à la différence des rayons réfléchis, en joignant à l’un 
d'eux la portion de la cauftique qu'il développe avant que 
de tomber fur l’autre. Par exemple, BM—BA4—MF 
+ FH — AH; d'où lon tire FH=BM—BA+AH 
— M F. | 

Si l'on décrit du centre B l'arc de cercle À P ; il eft clair 
que P M {era la différence des rayons incidents BM, B À. 
Et fi lon fuppofe que le point lumineux B devienne \phni- 
ment éloigné de la courbe 4 M D ; les rayons incidents B À, 
B M deviendront paralleles, & l'arc 42 deviendra une 
ligne droite perpendiculaire fur ces rayons. 


CrOER OL L'AUTRE CIE 


111. Si l’on conçoit que la figure B AMD foit renver- 
fée fur le même plan, enforte que le point B tombe fur le 
point Z, & qu’ainfi la tangente en 4 de la courbe AMD, 
dans fa premiere fituation , la touche encore dans cette 
nouvelle ; & qu’on fafle rouler la courbe a Md {ur AMD, 
c’eft-àä-dire fur elle-même , enforte que les portions a M, 
A M foient toujours égales : je dis que le poinc B décrira 
dans ce mouvement une efpece de roulette Z Z X qui aura 


pour développée la cauftique 4 FN. 


Car il fuit de la génération, 1°. Que la ligne Z M tirée 
du point dt a TeZ au point RE Ps M fera * perpendi- 
culaire à la Courbe ÎIZK. 2°, Que La ou 7]4—8B À, & 
LM=— BM. 3°. Que les angles faits par les droites ML ; 
B M fur la tangente commune en M font égaux; & par- 
tant que fi l’on prolonge ZM en F', le rayon MFfera le 
réfléchi de l'incident B M. D'où l'on voit que la perpendi- 
culaire Z Ftouche la cauftique À FN: & comme cela arrive 
roujouts , en quelqu endroit qu'on prenne le point Z , il 

s "enfuit 
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s'enfuit que la courbe 7 ZK eft formée par le développement 
de la cauftique HEN, plus la droite À J. 

J1 fuit de ceci que la portion FHouFL—HI—BM 
+ MF — B À — AH. Ce que l'on vient de démontrer 


d’une autre maniere dans le Corollaire précédent. 
C,o,r10, Lx .As REV I JL 


112. Si la tangente D N devient infiniment proche de Ia 
tancente M ; il eft clair que le point touchant V, & celui 
d'interfetion 77 {e confondront avec l’autre point touchant 
F': de forte que pour trouver le point F'ou le rayon réfléchi 
M F rouche la cauftique A FN , il ne faut que chercher 
le point de concours des rayons réfléchis infiniment pro- 
ches MF ,mF. Eten effet, fi lon imagine une infinité de 
rayons d'incidence infiniment proches les uns des autres , 
on verra naître par les interfettions des réfléchis un polygone 
d’une infinité de côtés, dont l’aflemblage compofera la cauf- 
uque AZ FN. 


PROPOSE ILON LE 
Problème général. 


113. Za nature de la courbe AMD, le pornt lumineux B, 
G le rayon incident B M étant donnés ; crouver fur le réfléchi 
MF donné de pofition, le pornt F où il touche la cauftique. 


Ayant trouvé , par la feétion précédente, la longueur MC 
du rayon de la développée au point 7, & pris l'arc M1 m in- 
finiment petit, on tirera les droites ra Cm, Fm; on dé- 
crira des centres B, F'les petits arcs MR, M O ; on me- 
nera les perpendiculaires CÆ , Ce,CG;, Cg fur fes rayons 
incidents 8 réfléchis ; enfuite on nommera les données 
BM,y; ME ou MG, a. 

Cela pofé, on prouvera , comme dans le Corollaire pre- 
te que les triangles MRm, MO 7 font femblables & 

gaux, & qu'ainfi MR= MO. Or à caufe de légalité des 
als d'incidence & de réflexion, l’on a au CE —=CG, 
Ce Ce; & partant CE —CeouE£ Q— CG Cgou 


Frc. 97: 


* AÿTLTO. 








 Fre. 96. 


Fic. 94. 95. 


* Art. 80. 


ATLAS: 
F1G. 97. 


Frc, 94 95. 


* Art. 110. 
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S G. Donc caufe destriangles femblables BMR&BEQ, | 
FMO & FGS , lon aura BM + BE (2y—a).BM\):: 
MR+EQouMO+GS.MRou MO::MG (a). 
MF= 

Sile point lumineux B tomboit de l’autre côté du point Æ 
par rapport au point 7 , ou (ce qui eft la même chofe) fi la 
courbe 4 M D étoit convexe vers le point lumineux B ; 
y deviendroit négative de pofitive qu'elle étoit, & l’on au- 





o —— «& V 
roit par conféquent MF = -=% 5ù =, 


Si l’on fuppofe que y:devienne infinie, c’eft-à-dire que le 
point B {oit infiniment éloigné de la courbe 4 MD ; les 
rayons, incidents feront paralleles entre eux, & l’on aura 


MF=—= = 4, parceque a eft nulle par rapport à 2 y. 
COROLLATRE I. 


114. Comme l’on ne trouve pour MF qu'une feule va- 
leur dans laquelle’ entre le rayon de la développée; il s'enfuit 
qu’une ligne courbe 4 M D ne peut avoir qu'une feule cauf- 
cique À FN par réflexion, puifqu’elle * n’a qu’une feule 
développée. 

CorRoOoLLAIRE IE, 


115. Lorfque À M D eft géométrique, il eft clair * que 
fa développée l’eft aufhi, c'eft-à-dire que l’on trouve géo- 
métriquement tous les points C. D'où il fuit que tous les 
points F de fa cauftique feront auf déterminés géométri- 
quemenr , c'eft-à-dire que la cauftique 7 FN fera géomé- 
crique. Mais je dis de plus, que cette cauftique fera toujours 
rectifiable ; puifqu'il eft évident * que l’on peut trouver avec 
le fecours de la courbe AMD, qu'on fuppofe géomé.- 
crique , des lignes droites égales à une de fes portions quel- 
conques. 
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116. Si la courbe 4 MD eft convexe vers le point lumi- 
neux B ; la valeur de MF és fera toujours poñtive ; 


& il faudra prendre par conféquent le point F du côté du 
point C', par rapport au point M7. comme l’on a fuppofé en 
faifant le calcul. D’où l’on voit que les rayons réfléchis inf. 
niment proches feront divergents. 

Mais fi la courbe 4 M D eft concave vers le point lumi- 


neux B, la valeur de MF ( 23) fera poñtive lorfque y 


T2Y Ta; 





po I . »° = - « 
furpañle — a, négative lorfqu'il eft moindre, & infinie lorf- 


qu'il eft égal. D'où il fuir que fi l’on décrit un cercle qui 
ait pour diametre la moitié du rayon M C de la dévelop- 
pée, les rayons réfléchis infiniment proches feront conver- 
gents lorfque le point lumineux B tombe au-dehors de fa 
circonférence ,. divergents lorfqu’il tombe au-dedans, & 
enfin paralleles lorfqw'il tombe deflus. 


C6 ROLE AT RTE LV 


117. Si le rayon incident B M touche la courbe AMD 
au point M7, lon aura M E"(a) — 0; & partant MF — 0. 
Or comme le rayon réfléchi eft alors dans la direétion de 
l'incident, & que la nature dela cauftique confifte à tou 
cher tous les rayons réfléchis; 1l s'enfuit qu’elle touchera 
aufli le rayon incident B M au point M7; c’elt-à-dire que la 
cauftique & la, donnée auront la même tangente dans Je 
point A7 qui leur fera commun. 

Si le rayon MC de la développée eft nul, on aura encore 
ME (a) = 04 & partant MF = 0. D'où l’on voit que la 
donnée & la cauftique font entre elles dans le point AZ qui 
leur eft commun , un angle égal à l’angle d'incidence. 


Si le rayon CM de la développée elt infini, le petit arc 


M m deviendra une ligne droite, & l’on aura MF = 7; 
puifque ME" (a) étant infinie, y fera nul par rapport à a. Or 
S Ti 


Fc, 97. 
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comme cette valéur, eft négarive lorfque le point B tombe 
du côté du point C'par rapport à la ligne 4 M D, & poñtive 
lorfqu’il tombe du côté oppofé; 1l s'enfuit que les rayons 
réfléchis infiniment proches feront toujours divergents lort- 


que la ligne 4 M D eft droite. . 


CO: R:0: RTS ALISRE EVE 


118. Il eft évident que deux quelconques des trois points 
B,C,F', étant donnés, on trouvera facilement le troifieme. 

Soit 1°. la courbe 4 M D une parabole qui ait pour foyer 
le point lumineux B. Il eft clair, par les éléments des fec- 
tions coniques, que tous les rayons réfléchis feront paralleles 
à l'axe; & partant que M F fera toujours infinie en quelque 
endroit que l’on fuppofe le point M. Onaura donca=2 7: 
d’où il fuit que fi l’on prend ME double de MB, & qu'on 
mene la perpendiculaire EC’; elle ira couper MC perpen- 
diculaire à la courbe AM D, en un point C qui {era à la dé- 
veloppée de cette courbe. 

Soit 2°. la courbe 4 M D une ellipfe qui ait pour un de fes 
foyers le point lumineux B. Il eft encore clair que tous les 
rayons réfléchis MF fe rencontreront dans un même point 
F'qui fera l’autre foyer. Ec fi l'on nomme M F',7; lon aura* 


x = = — ; d'où l'on tirelacherchée ME (a) —==Tt, Mais 
2Y— 4 PTT 


fi la courbe 4 M D eft une hyperbole, le foyer F tombera 
de l’autre côté; & partant MF (7) deviendra négative : d’où 
è À , _— 2 - 
il fuit qu'on aura alors ME (a) — pee ou ER Ce qui 
donne cette conftruétion qui fert aufli pour l’ellip{e. 

Soit prife MF quatrieme proportionnelle au demi-axe 
traverfant, & aux rayons incident & réfléchi; foit menée la 
perpendiculaire Æ C':elle ira couper la ligne MT C perpendi- 
culaire à la fection , en un point C qui fera à la développée. 


Ex EM P'EE: E. 


119. Soit la courbe 4M D une parabole, dont les rayons 


| 
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incidents P M foient perpendiculaires fur fon axe 4 P. Il 
faut trouver fur les réfléchis MF les points F'où ils tou- 
chent la cauftique A FX. 

Il eft clair que fi l’on mene le rayon #7 C'de la développée, 
&c qu'on tire la perpendiculaire C G fur le rayon réfléchi MF", 
1l faudra * prendre MF égale à la moitié de MG. Mais 
cette conftruétion fe peut abréger, en confidérant que fi l’on 
mene M N parallele à l'axe À P, & la droite M Z au foyer Z; 
les angles ZM P, FM N feront égaux, puifque par la pro- 
priété de la parabole Z M Q = © MN, & par la fuppofñtion 
PMQ—QMF. Si donc l'on ajoute de part & d'autre le 
même angle P M F', l'angle Z MFferaégalal’angle PM N, 
c'eft-à-dire droit. Or l’on vient de démontrer * que ZA, 
perpendiculaire fur M Z, rencontre le rayon M C de la dé- 
veloppée en fon milieu 7. Si donc l’on mene M F parallele 
& égale à Z F7; elle fera un des rayons réfléchis, & rouchera 
en F'la cauftique À FX. Ce qu'il falloit trouver. 

Si l’on fuppofe que le rayon réfléchi M F foit parallele à 
l'axe À P ; il eft évident que le point Æ de la cauftique fera 
le plus éloigné qu'il eft poffible de l'axe AP, puifque la 
tangente en ce point fera parallele à l'axe. Afin donc de dé- 
terminer ce point dans toutes les cauftiques, telles que AFK, 
formées par des rayons incidens perpendiculaires à l'axe de 
la courbe donnée, 1l n’y a qu'à confidérer que M P doitèêtre 
alots égale à P Q. Ce qui donne dy — dx. Soit ax—y, 
on aura dy — CRE x, d’où l’on tire 4 P(x) =— a : 


2Vax 





c'eft-à-dire que fi le point P tombe au foyer Z,, le rayon ré- 
fléchi M F fera parallele à l'axe. Ce qui eft d’ailleurs vifible; 
puifque dans ce cas MP fe confondant avec Z A7, il fauc 
auf que M F'fe confonde avec MN ,8& LH avec Z Q. D'où 
lon voir que M F'eft alors égale à M Z ; & partant que fi 
lJonmene FR perpendiculaire fur axe, on aura 4 R ou AZ 


+ ME = ee a. On voit auf que la portion 4 F de la cauf- 


tique eft égale en ce cas au parametre, puifqu’elle eft toujours 


* égale à PM+ME. 


Art Tite 


* Art. 118. 


TIUTILe Ve 


* Art, 110. 
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Pour déterminer le point Æ où la cauftique 4 F K ren- 
contre l’axe À P ;'il faut chercher la valeur de MO, & lé 
galer à celle de MF; car il eft viñible que le point F tom- 
banten À, les lignes M F, MO deviennent égales entre 
elles: Nommanc donc:l'inconnue MO, r; l'angle PMO 
coupé en deux également par M Q Bctpendiculaire à la cour- 


be, donnera MP (y).MO(:): PO(E). 00 222 


surf LOMME ee | 
EtpartneOP = vit —y y y, à caufe dutrian- 


gle rectangle AÂPO; & divifant de part & d'autre par 








t + y ,0n trouve D VE, d'où l’on tre MO (:) — 
d x° dy: : 2 + d 

= MF (La), puifque * ME (a) 
dx: + dy 

RE T 

fervira à trouver le point P tel que menant le rayon inci- 

dent P M & le réfléchi ME, ce dernier touche la cauftique 

AFK au point X où elle rencontre l'axe 4 P. 








. Ce qui donne dÿ —2yddy=—= dx", qui 


On a dans la pra ol Ba Loue a en da 


I z 2 , 5 / 
D dx*; 8& mettant ces valeurs dans l'équation précé- 


— I es 


dente , on trouve > x dx + + x - dx dx; d'où 


on titre AP (x) — = du parametre. 


Pour trouver la nature de la cauftique 4 FX à la maniere 
de Defcartes, il faut chercher une équation qui exprime la 


relation de la coupée À R( x ), à l'appliquée À F7); ce qui 


d'x+ y d > 
fe fait en cette forte. Puifque WMO(:) — re, lo 
tdy+yd dxd 
aura PO (2722) — RAS & à caufe des triangles 
d x dx — dy ; 


femblables M P O, MS F, on formera ces proportions 
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MO(ÉET) . M F ee ET) où —2yddy. dx — 


SA 
dÿ:: MP(y). MS(y—z LL Pre PO CNE 
S Fou PR(u—x)— A On aura donc ces deux 
dy* — dx 


équations 7 = y + &u—x + ET = , qui fervi- 


— 1ddy ? 
ront, avec celles de Ia courbe donnée, à en Al une nou- 
velle où x &z y ne fe trouveront plus, & qui exprimera par 
conféquent la relation de AR(u)àFR{>). 

Lorfque la courbe 4 MD eit une  dbole , comme l'on 


I 3 


pa 
Z pa 


a fuppofé dans cerexemple ,ontrouveraz=—?x — 2x , 


9 » 
ou (en quarrant chaque membré)—x—6xx+4x=—77, 
4 


C'AN/a— 3% d'où l’on tire l'équation cherchée a 7 7 — 
4 

Tu quut+ aau qui exprime la nature de la cauf- 
27 4 


tique À FX. On peut remarquer que P À eft toujours dou. 
ble de 4 P, puifque 4 R (4 )= 3 x; ce qui fournit encore 
une nouvelle maniere dedéterrainer fur le rayon réfléchi 


M F le point cherché F 


Erx E mMrieEe:lEk 


120. Soit la courbe 4 M D un demi-cercle qui ait pour 
diametre la ligne 4 D , & pour centre le point C'; foient 
les rayons incidents P M perpendiculaires fur 4 D. 

Comme la développée du cercle fe réunit en un feul 
point qui en eft le centre, 1l s'enfuit * que fi l’on coupe le 
rayon € Men deux également au point 4. & qu'on mene 
HF perpendiculaire far le rayon réfléchi MF, il coupera 
ce rayon en un point #", où 1l touche la canftique AFX. I 
eft clair que le rayon réfléchi MF ef égal à la moitié de 
l'incident P M; d'où 1l fuir, 1°. Que le point P tombant en 


C, le point F tombe en Æ milieu de € B. 2°. Que la por- 


FrG. 102. 


RATES 








Fic. 103. 
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tion-A Feft triple de M F', & la cauftique 4 FX triple de 
B K. On voit aufli que fi l’on fait l'angle 4 C M demi-droit, 
le rayon réfléchi A7 F fera parallele à À C; & partant que 
le point F fera plus élevé au-deflus du diametre AD, que 
tout autre point de la cauftique. 

Le cercle qui a pour diametre M À, pañle par le point 
F'; puifque l'angle A FM eft droit. Éc-f l'on-décrit du 
centre € & du rayon C À ou C À, moitié de C M, le cercle 
K HG; l'arc A F fera égal à l'arc AK; car l'angle CMF 


I 
étant égal à CM P ou ACK les arcs —HF,HK,quime- 
2 
furent ces angles dans les cercles M FH, K HG, feront 
I 
entre eux comme les rayons — MH, HC de ces cercles. 
Z 


D'où l’on voit que la Cauftique 4 FX eft une roulette for- 
mée par la révolution du cercle mobile }7 F A autour de 
limmobile À 7 G, dont l’origine eft en Æ°, & le fommet 
en À 

ExEemMpPrLEe IIL 


121. Soit la courbe 4 M D un cercle qui ait pour diame- 


. tre la ligne AD, & pour centre le point C; foit le point 


* Art, 110. 


lumineux À, d'où partent tous les rayons ncidents AM, 
l'une des extrémités de ce diametre, 

Si l'on mene du centre € fur le rayon incident 4 M la 
perpendiculaire CE : ileft clair, par la propriété du cercle, 
que le foint Æ coupe en deux parties égales la corde as 


& qu'ainfi ME(a)—- à 





re à y :.c'eft-à-dire qu’il faut prendre le rayon réfléchi M F 
égal au tiers de l'incident 4 M. D'où l'on voit que DX— 
= AD,CK — - C D, & que * la cauftique AFK — < AD, 
3 3 

de mème que fa portion 4 F— = AM. Si l’on prend 4 M 


— AC, le rayon réfléchi MF fera parallele au diametre 
AD ; 
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À D ÿ & par conféquent le point F fera le plus élevé qu'il 
foit poflible au-deflus de ce diametre. 


Si lon prend CH— E CM, & qu'on tire A F perpen- 


diculaire fur MF; le point F fera à la cauftique : car me- 
nant 7 Z perpendiculaire fur 4 M, il eft clair que ML 


ME AM, puifque M H — È C M. Le cercle qui 


a pour diametre M1 7, paflera donc par le point F de la 
cauftique ; & fi l’on décrit un autre cercle À'Æ G du centre 
C, & du rayon CX ou CA, il lui fera égal , & l'arc FX 
fera égal à l'arc 77 F': car dans le triangle ifofcele C M A4 
l'angle externe KCH—2CMA—=AMEF; & partant 
les arcs À K , HF, mefures de ces angles dans des cercles 
égaux. feront aufli égaux. D'ou il fuit que la cauftique 4 F K 
eft encore une roulette décrite par la révolution du cercle 
mobile M FF autour de immobile KG , dont Porigine 
eft en X , & le fommet en À. 

On pourroit encore prouver ceci de cette autre maniere. 
Si l'on décrit une roulette par la révolution d'un cercle égal 
au cercle À M D autour de celui-ci, en commençantau point 
À ; lon a démontré dans le Corollaire fecond * qu’elle aura 
pour développée la cauftique 4 FX. Or * cette développée 
eft une roulette de même efpece, c’eft-à_direquelesdiametres 
dés cercles générateurs en feront égaux; & on déterminera 
le point *À en prenant C X troifieme proportionnelle à C D 


+ DA & à CD, c'eft-à-dire égale à = CD, Donc, &c. 
É X EM Pp L'E1l V: 


122. Soit la courbe 4 MD une demi-roulette ordinaire 
décrite par la révolution du demi-cercle VG M fur la droite 
B D, dontle fommereft en 4, & l’origine en D; foient les 
rayons incidents À M paralleles à l'axe 4 B. 

Puifque * MG eft égale à la moitié du rayon de la déve- 
loppée, il s'enfuit * que fi on mene G F perpendiculaire fur 
le rayon réfléchi #7 F', le point F fera à la ARE DEP. 


* Art. 111. 


* Art, 100. 


Frc, 104, 
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Art. 113. 
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D'où l’on voit que M F doit être prife égale à X M. 

Si lon mene du centre 77 du cercle générateur MG N 
au point touchant G,& au point décrivant 47, les rayons 
HG, HM; il eft clair que 77 G fera perpendiculaire fur 
BD, & que l'angle GMH=MGH=GMEK : d'où lon 
voit que le rayon réfléchi MF pañle par le centre Æ. Or le 
cercle qui a pour diametre G 77, pafle aufli par le point F; 


_puifque l'angle GFH eft droit. Doncles arcs G NW, ee Ve 


Fic. 105. 


* Art 95. 


mefures du même angle GA N, feront entre eux comme 
les diametres MN, GA de leurs cercles; & partant l'arc 
GF—GN=—= GB. Il eft donc évident que la cauftique 
D FB eft une roulette décrite par la révolution entiere du 


cercle G FH furla droite B D. 


EXEMPLE V: 


123. Soitencore la courbe 4 M D une demi-roulette ordi- 
naire, dont la bafe B D eft égale à la demi-circonférence. 
A N B du cercle générateur. Et foient à préfenc les rayons 
incidents P M paralleles à la bafe B D. 

Si l'on mene G Q perpendiculaire fur P M7, les triangles 
reétangles G Q M, B P N feront égaux & femblables; & 
partant M Q=PN. D'ou l’on voit * qu'il faut prendre MF 
égale à l’appliquée correfpondante P N dans le demi-cercle 
générateur 4 NB. 

Afin que le point F foit le plus éloigné qu'il eft poffible 
de l'axe 4 B, il faut que la tangente M F' en ce point foit 
parallele à cetaxe. L’angle P M F fera donc alors droit, fa 
moitié P M G ou P NB demi-droit ; & partant le point P 
tombera dans le centre du cercle 4 N D. 

C’eft une chofe digne de remarque , que le point P ap- 


__ prochant enfuite continüellement de l'extrémité B, le point 


# Art. 110. 
AU 


F' approche aufli de l'axe AB jufqu'à un certain point &, 
après quoi il s’en éloigne jufqu’en D ; de forte que la cauf- 
tique AFK FD a un point de rebrouflement en X. 

Pour le déterminer , je remarque * que la portion 4 F°=— 
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PM+ME, la portion AFK= HL + LK, & la portion 
K Fdelapartie KFD,et—#HL+LK—PM—MPF: 
d’où l’on voit que 7 Z + ZX doit être un plus grand. C’eft 
pourquoi nommant 4, x; HI1,y;larc AI, u; Yonaura 


HL+LK—=u+27y, dont la différence donne du +2d7y 


, ad x 
==07E 





| ad x 
7 NA dy = 0,en mettant pour dx fa valeur Re 


d'où l’on ireadx——217dy — 2xdx—2adxaàcaufe du 


cercle , & partant 4 A (x) — + a, 


CoR'0:L'EL AI R'E: 


124. L’efpace 4AF M ou A FK FM renfermé par les 
portions de courbes 4 Fou AFK F, AM, & par le rayon 
réfléchi MF, eft égal à la moitié de lefpace circulaire 4 P N. 
Car fa différence, qui eft le feteur F MO, eft égale à la 
moitié du reétangle PpS N, différence de l’efpace APN; 
puifque les triangles rectangles M O m, MRm étant égaux 
& femblables, M O fera égale à M R ou VS ou P p, & que 
de plus MF= P N. 


ExEemMpPrLEe V L 


125. Soit la courbe 4 M D une demi-roulette formée 
par la révolution du cercle AMG N autour de fon égal AGXK, 
dont l’origine eft en À, & le fommeten D; foient les rayons 
incidents À M qui partent tous du point 4. La ligne BA 
qui joint les centres des deux cercles générateurs, pañle 
continuellement par le point touchant @, & les arcs G M, 
GA, comme aufli leurs cordes, font toujours égaux; ainf 
Vangle ÀGM — BG À, & angle GMA—GAM. Or 
l'angle HGM+BGA=GMA+GA M; puifque 
ajoutantde part & d’autrele même angle 4 G M, on en forme 
deux droits. Donc l'angle 4 G M fera toujours égal à l'angle 
G M À, & partant aufli à l’angle de réflexion GM F : d’où 
il fuit que M F pañle toujours par le centre 77 du cercle 
_ mobile. 

Maintenant fi l’on mene les perpendiculaires C Æ', G Ofur 
Vi) 


Frc. 106. 








* Art 100, 


* Art. 120. 


Fre, 107. 
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le rayon incident 4 M: il eft clair que MO— O4, & que 
OE= = O M; puifque * le point C étant à la développée, 
GC=— GM. On aura donc ME — a AM, c'eft-à- 


CE 


Z2Y —4a 





dite a = Vs & par conféquent M F ( ) = — y:d'où 
l’on voit que fi l’on mene G F perpendiculaire fur A1 F',. le 
point À fera à la cauftique 4 FX. 


Le cercle qui a pour diametre G F7, pale par Le point F; 
& les arcs G M, GE, mefures dumémeangle GAM, étant 


entre eux commeles diametres MN, G FH de leurs cercles, 
l'arc G Ffera égalà l'arc G M, & par conféquentaà l'arc G À. 
D'où il eft évident que la Cauftique 4 FX eft une roulette 
décrite par la révolution du cercle mobile FF G autour de 
l’immobile 4AGX. 


CiorR:O:LuL ZA LR EF 


126. Si l’on décrit un cercle qui ait pour centre le point 
B , & pour rayon une droite égale à B H ou AK ; & quil y 
ait une infinité de droites paralleles à B D qui tombent fur 
fa circonférence : il eft vifible * qu’elles formeront en fe réflé- 
chiffant la même cauftique 4 FK. 


Eex:EoMiDEL SSI VA TE 


127. Soit la courbe 4 M D une logarithmique fpirale, 
avec les rayons incidents 4 M qui partent tous du centre À. 
Si l’on mene par l'extrémité € du rayon de la développée 
la droite C À perpendiculaire fur le rayon incident AM, 
elle le rencontrera * dans le centre 4. C’eft pourquoi 4 M 


(y)= a; & partant MF ( _ ) — y. Le triangle 4 MF 


CE due 





fera donc ifofcele; 8 comme les angles d'incidence & de 
réflexion AMT, FMS font égaux entre eux, il s'enfuir 
que l'angle À FM eft égal à l'angle 4 MT. D'où il eft clair 
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que la cauftique 4 FX fera une logarithmique fpirale qui 
ne différera de la propofée 4 M D que par fa pofition. 


PrRoProsITtoNnN Il. 


Problème. 


128. La caufüique HF par réfléxion étant donnée avec le Fc. 108. 
point lumineux B ; trouver une 1nfinité de courbes telles que 


AM, dont elle fort cauflique par réflexion. 


Ayant pris à difcrétion fur une tangente quelconque 47 A 
le point À pour un des points de la courbe cherchée AM ; 
on décrira du centre B, de l'intervalle B À l'arc de cercle 
AP; & d’un autre intervalle quelconque BM, un autre 
arc de cercle. Et ayant pris AH+HE—BM—B A ou 
P M, on développera la cauftique 7 F en commençant au 
point £ ; & l’on décrira dans ce mouvement une ligne courbe 
E M qui coupera l'arc de cercle décrit du rayon BM , en 
un point 7 qui fera * à la courbe 4 M. Car par la conftruc- * Ars. 110. 
ion PM+MF—=AH+AHPF. 

Ou bien ayant attaché un fil B M F'par fes extrémités en B 
& en F', on fera tendre ce fil par le moyen d’un ftyle placé en 
M , que l’on fera mouvoir enforte que l’on enveloppera par 
la partie M F de ce fil la cauftique F7 F'; ileft clair queceftyle 


décrira dans ce mouvement la courbe cherchée M À. 
À NU TÉR:E- SOL UT:E ON: 


129. Avant tiré à difcrétion une tangente F M autre que 
HA, on cherchera fur elle un point M, tel que BM+MF 
— BA+AH+HF.Ce qui fe fera en certe forte. 
Soitprife FK=—BA+AH+HF, & divifant BK par 
le milieu en G, foit tirée la perpendiculaire G M: elle rencon- 
trera la tangente F Mau pointcherché M. Ca BM—MK. 
Si le point B étoit infiniment éloigné de la courbe 41, Fic. 100. 
c’eft-à-dire que les rayons incidents BA, BMfuflent paralle- 
les àuneligne droite donnée de pofition; la premiere conftruc- 
tion autoit toujours lieu, en confidérant que les arcs de cer- 








* Art, 110: 


* Art, 1089. 
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cle décrits du centre B deviennent des lignes droites pér- 
pendiculaires fur les rayons incidents. Mais cette derniere 
deviendroit inutile; c’eft pourquoi il faudroit lui fubftituer 
celle qui fuit. 

Soit prife FK— AH + HF. Ayant trouvéle point Mrel 
que M P parallele à 4B perpendiculaire fur 4 P, foit égale 
a MK :il eft clair * que ce point fera à la courbe chérchée 
AM ; puifque PM+ MF—=AH+HF. Or cela fe fait 
ainfi. 

Soit menée X G perpendiculaire fur À P ; & ayant pris 
KO=—K CG, foient tirées À P parallele à OG & PM pa- 
rallele à GX : je dis que le point M fera celui qu’on cher- 
che. Car à eaufe des triangles femblables GX O, PMX, 
lon aura PM— MK; puique GK = K O0. 

Si la cauftique A F fe réunifloit en un point; là courbe 
A M deviendroit une fettion conique. 


G:o:R°O L'E£ AIR EL I. 


130. Il eft clair que la courbe qui paîle par tous les points 
K , eft formée par le développement de la courbe FF en 
commençant en À, & qu’elle change de nature à mefure 
que le point 4 change de place fur la tangente 4. Donc 
puifque les courbes 4 M naïflent toutes de ces courbes par 
la même conftruétion, qui eft géométrique ; il s'enfuit * 
qu’elles font d’une nature différente entre elles, & qu'elles 


ne font géométriques que lorfque la cauftique À F'eft géo- 


Fic. 110. 


métrique & rettifable. 
CO RO LL A TRE "IL 


131. Une ligne courbe D N étant donnée avec un point 
lumineux C; trouver une infinité de lignes celles que 4 M, 
enforte que les rayons réfléchis D 4, N M fe réuniflent en 
un point donné B , après s'être réfléchis de nouveau à la ren- 
contre de ces lignes 4 M. 

Si lon imagine que la courbe Æ7F foit la cauftique de la 
donnée D N, formée par le point lumineux C; il eft clair 
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que cette ligne 77 F doit être aufli la cauftique de la courbe 
À M ayant pour point lumineux le point donné B : de forte 
que FK=BA+AH+HF,&NK=BA+AH+ 
HF+FN=BA+AD+DC—CN, puifque * HD * Ar ro. 
+ DC=HF+FN+ NC. Ce qui donne cette conf- 
truction. | 

Ayant pris à difcrétion fur un rayon réfléchi quelconque 
le point À pour un des points de la courbe cherchée AM, 
on prendra fur un autre rayon réfléchi N M tel qu'on voudra, 
la partie NX=BA+AD+DC—CN;& lon trouvera 
le point cherché M7 comme ci-deflus art. 129. 
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Ufage du calcul des différences pour trouver Les. 
Cauftiques par réfraction. 


D'ÉRTINITION. 


S 1 l’on conçoit qu’une infinité de rayons BA,BM, BD, 
qui partent d’un même point lumineux # , fe rompent à la 
rencontre d'une ligne courbe 4 M D, en s'approchant ou 
s'éloignant de fes perpendiculaires MC, enforte que les 
finus C Æ des angles d'incidence C MF’, foient toujours aux 
finus C G des angles de réfrattion CM G, en même raifon 
donnée de 7» à 2; la ligne courbe À FN que touchent tous 
les rayons rompus ou leurs prolongements 4,MF,DA, 
eft appellée Cauflique par réfraction. 


CFORFOÏ ID EAMIER:E; 


1 32. 91 l’on enveloppe la cauftique 77 FN en commençant 
au point À, l’on décrira la courbe 4Z X telle que la tan- 
sente ZLF plus la portion F Æ de la cauftique fera conti- 
nuellement égale à la même droite 4 Æ. Et fi l'on conçoit 
une autre tangente À 7 / infiniment proche de F MZ, avec 
un autre rayon d'incidence B », & qu’on décrive des centres 
F,B, les petits arcs MO, MR : on formera deux petits 
triangles rectangles M Rm, M O m qui feront femblables 
aux deux autres M £ C, M GC, chacun à chacun; puifque 
fi l’on ôte des angles droits RME, CMm le même angle 
E M m, les angles reftants RMm, E MC feront égaux ; & 
de même fi l’on Ote des angles droits G MO, CM m le même 
angle G M m, les reftants O Mm, G MC feront égaux. C’eft 
pourquoi Rm.Om::CE.CG::m.n. Or puifque R7r eft 


* Art, 96, la différence de BM, & Om celle de ZM; il s'enfuit * que 


BM 
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PB M — B À fomme de toutes les différences Rm dans la 
portion de courbe AM, et à MLou AH MF —FH 
fomme de toutes les différences Om dans la même por- 
tion À M, comme 77 eft à 2; & partant que la portion FA 


AH MF+2BA—°BM. 


Il peut arriver différens cas , felon que le rayon incident 
B À eft plus grand ou moindre que BM, & que le rompu 
A F enveloppe ou développe la portion A F: mais on prou- 
vera toujours, comme l’on vient de faire, que la différence 
des rayons incidents eft à la différence des rayons rompus (en 
joignant a l’un d’eux la portion de la cauftique qu'il développe 
avant que de tomber fur l’autre) comme 77 eft à 7. Par exem- 


ple, PA BM.AH—MF—FH::m.n;doùlontire 
FH=AH—MF+=BM—-=B A. 


Si l’on décrit du centre B l'arc du cercle À P ; il eft clair 
que PM fera la différence des rayons incidents ÊM, B A. 
Et fi l'on fuppofe que le point lumineux B devienne infini- 
ment éloigné de la courbe 4 MD), les rayons incidents B À, 
B M deviendront paralleles, & l’arc_ 4P deviendra une ligne 
droite perpendiculaire fur ces rayons. 


PRO POSIL T Lo Ne 
Probléme général. 


133. La nature de la courbe À MD, le pornt lumineux B, 

& le rayon incident BM étant donnés ; trouver fur le rayon 
, . . \ = 

rompu MF donné de pofition, le point F ou il rouche la caufti- 


que par réfraction. 


Ayant trouvé * la longueur A7C du rayon de la dévelop- 
pée,au point donné M, & pris l'arc M m infiniment perit, 
on tirera les droites Bm, Cm, Fm; on décrira des cen- 
tres B, F'les perits arcs MR, MO ; on menera les perpen. 
diculaires CE, Ce, CG, Cp furles rayons incidents & rom- 
pus ; & l’on nomimera les données BM, y, ME,a; MG,5 ; 
& le petit arc MR, dx. Cela pofé, : 


Fic. 112. 


FIG ET: 


ErC ire 


See 








Fic. 113, 


Fic. x. 113. 
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Les triangles rectangles femblables ME C & Mkm, 
MGC& MOm, BMR & BQe, donneront ME (a). 


MG(&):: MR(dx). MO—**. EBM(y).BQouBE 


(y+a):: MR(dx).Qe= ES Or par la pro- 


prièté de la réfradion Ce.Cz::CE.CG::m.n. Et par- 
tant m.n:: Ce—CÆEouQe (ES) . Cg — CG ou 


ndx+nyd : 
S PRE Doncà caufe des trianglesreétangles fem- 


blables FMO & FS 9; l'on aura MO—Se (TS) : 


ar y 


bbmy 








Ce 


MO(%)::MSouMG(b).MF— 


qui donne cette conftruétion. 


Soit fait vers CM l'angle ECH— GCM, & foir prife 
vers B,MK=— Tr Je dis que fi lon fai HK.HF:: MG. 


bmy — any — aan 


M F , le point Ffera à la cauftique par réfraétion. 
Car à caufe des triangles femblables CGM,CEH lon aura 


CG.CE:n.m:MG(8).EH=7. D'oùlontire AE—ME 
où AM—"=%, HM—MK où HE meer. 


2 
8c partant AK ("229%") GAL (—)  SMEGE( BE); 
MF— bbmy 


NES bmy—any—aan | 





Il eft clair que fi la valeur de Z K eft négative, celle de: 
MF le fera auf : d’où il fuit que le point M tombe entre les 
points G, F', lorfque lé point À fe trouve entre les points 
Ko FE | 

Si le point lumineux B tomboit du côté du point £’, ou 
( ce qui eft la même chofe ) fi la courbe 4 M D étoit concave 
du côté du point lumineux B , y deviendroit négative de po- 
fitive qu’elle étoit auparavant, & l’on auroit par conféquenc 
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— bbmy bbmy 





MP en es; OL bmy=any aan: Et Ja con{- 


truction demeureroit la même. 
Si l'on fuppofe que y devienne infinie, c'eft-à-dire que le 
oint lumineux B foit infiniment éloigné de la courbe 
AMD ; les rayons incidents feront paralleles entre eux, & 


bbm 
l'on aura MF =, parceque le terme a a » fera nul 
bm—an 


par rapport aux deux autres my ,any; & comme M K(<) 
s’'évanouit alors iln'yauraqu'a faire AM.HE::MG.MF. 
CoRrRoOLLAIRE Î. 


134. On démontrera, de même que dans les cauftiques 
par réflexion *, qu'une ligne courbe 4 MD n’a qu'une feule 
cauftique par réfraétion , la raifon de m à # étant donnée; 
laquelle cauftique eft toujours géométrique & recifable, 


lorfque la courbe propofée 4 M D eft géométrique. 
| GC'OIRIONL LP AET-R IT 


135. Si le point Æ tombe de l’autre côté de la perpen- 
diculaire MC par rapport au point G, & que CÆ foit égale 
à CG; il eft clair que la cauftique par réfraétion fe chan- 
gera en cauftique par réflexion. En effet, on aura MF 


FRE PNR ET 
bmy—anypaan 2ÿHAa 
vient négative de pofñtive qu’elle étoit, & de plus égale à 4. 
Ce qui s'accorde avec ce qu’on a démontré dans la fetion 


précédente. 
 * . e “ e e 
Si m eft infinie par rapport à #, 1l eft clair que le rayon 





; puifque #7 — 7, & que a de- 


rompu MF tombera fut la perpendiculaire CM : de forte : 


que la cauftique par réfraction deviendra la développée. En 
effet on aura MF—5, qui devient en ce cas MC : c’eft: 
à-dire que le point F tombera fur le point C, qui éft à la 
développée. 


X ij 


* Art. 114. 
115. 
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Co-RorE L'& Tr Er FE 
136. Si la courbe 4 MD eft convexe vers le point lumi- 
bb 
neux D , & que la valeur de MF (hr 2 — T—) {oit po- 
LES es SA LEE aa 

fitive ; 1l eft clair qu'il faudra prendre le point F du même 
ré di point G, par rapport au point 7, comme on l'a fup- 
pofé en faifant le calcul: & qu'aucontraire fielle eft négative, 


11 le faudra prendre du côté oppofé. Il en eft de même lorfque 
la courbe 4 M D eft concave vers le point B ; mais il faut 
bbmy 


bmy — any + aar + aan Do ù 
1l fuit que les rayons rompus infiniment proches font con- 
vergents lorfque la valeur de M F eft poñtive dans le pre- 
mier cas, & négative dans le fecond; & qu'au contraire ils 
font diversents lorfqu’elle eft négative dans le premier cas, 
êc RS dans le fecond. Cela pofé ; 1l eft évident, 

. Que fi la courbe 4 M D,eft convexe vers le point lu- 
mineux B, & que 7 foit moindre que 7; ou que fi elle eft 
concave vers ce point, & que #.furpafle z : les rayons rom- 
pus infiniment proches feront toujours divergens. 

2°, Que fi la courbe 4 M D eft convexe vers Le point lumi- 
neux D, & que 2 furpañle z ; ou que fi elle eft concave vers ce 
point, & que 77 {oit moindre que 7 : les rayons rompus in- 


finiment proches feront convergents, lorfque M X e eft 


obferver qu'on aura pour lors MF — 


; b bm è 
moindre que MH (— — 4 OÙ 4 — —) ; diversents, lorf- 


qu’elle eft plus grande ; & paralleles, lorfqu’elle eft égale. 
Or comme MK —0, lorfque les rayons incidents font pa- 
ralleles , 1l s'enfuit qu'en ce cas les rayons rompus infini- 
ment proches feront toujours convergents. 


C'ONRTONC AT R ET LV) 


137. Si le rayon incident B M touche la courbe 4AMD 
au point M, l'on aura ME (a)—0; & partant MF—4 
Ce qui fait voir que le point F tombe alors fur le point C 

Si le rayon incident B M eft perpendiculaire à la courbe 
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AMD , les droites ME (a) & MG\(2) deviendront égales 


chacune au rayon C M de la développée; puifqu’elles fe con- 


bm 


, qui de- 


fondent avec lui. On aura donc MF = 
MY — ny F ôn 


- bm Re 
vient—— lorfque les rayons incidents font paralleles entre 


eux, 

Si le rayon rompu M7 F touche la courbe 4 M D au point 
M, lonaura MG (5) — 0. D'où l’on voit que la cauftique 
touche alors la courbe donnée au point M. 

Si le rayon C M de la développée eft nul; les droites ME 
(a), MG (56) feront aufli égales à zéro ; & par conféquent 
les rermes aan, bbmy feront nuls par rapport aux autres 
bmy,any. D'où il fuit que MF—0; & qu'ainf la caufti- 
que a le point 1 commun avec la courbe donnée. 

Si le rayon CM de la développée eft infini; les droites 
ME (a), MG (b) feront auñli infinies; & par conféquent 


les cermes my, any feront nuls par rapport aux autres 


, Bb 
aan, bbmy :de forte qu'on aura MF==—— 


. Or * com- 
aaîït 


me cette quantité eft négative lorfque l’on fuppofe que le 
point F tombe de l’autfe côté du point B par rapport à la 
ligne AMD , & qu'au contraire elle eft pofitive lorfqu’on 
{uppofe qu'il tombe du même côté ; 1l s'enfuit * que l’on doit 
prendre le point Fdu même côté du point B, c’eft-à-dire 
que les rayons rompus infiniment proches font divergents. 
Il eft évident que le petit arc M» devient alors une ligne 
droite, & que la conftruction précédente n’a plus de lieu. 
On peut lui fubftituer celle-ci, qui fervira à déterminer les 
points des cauftiques par réfraétion lorfque la ligne 4M D 
eft droite. 

Ayant mené BO perpendiculaire fur le rayon incident 
BM, & qui rencontre ep © la droite M Cperpendiculaire 
fur AD ; on tirera OZ perpendiculaire fur le rayon rompu 
MG; & ayant fait l'angle BOÂ égal à l'angle ZOM, 
on fera BM.BH::ML.MÆF. Je dis quelle point F'{era 


À la cauftique par réfraétion: 


TATIS a. 


* Art.136. 


Fro, 114. 








Fic. 1 IS. 
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Car les triangles reétangles ME C & MBO, MGC& 
M£ZO feront toujours femblables de quelque grandeur que 
lon fuppofe CM ; & partant lorfqu’elle devient infinie, l’on 


aura encore ME (a). MG (6):: BM(y).ML — 7 Eràcau- 
fe des triangles femblables OZ M, O B F7, l'on aura auf 
OL.OB(n.m):: ML. BH= 2 D'où l’on voit que 
BM(y) ). BH(2): ML (+). ME (Em). | 


a ai 


C'OPRTO LL A TIRE V: 


138. Il eft clair que deux quelconques des trois points 
B,C,F, étant donnés, on peut facilement trouver le croi- 
fieme- 

E x'E MP 10e L 


139. Soit la courbe 4 M7 D un quart de cercle qui ait pour 
centre le point C; foient les rayons incidents BA, BM, 


. B D'paralleles entre eux, & perpendiculaires fur CD; (oir 


Art 1357 


PATENT 7: 


enfin laraïifon de ax, comme 3 à 2, qui eft celle que ait 
frent les rayons de lumiere en pañlant de lair dans le verre. 
Puifque la développée du cercle, AMD fe réunit en un 
point C, qui en eft le centre, il s'enfuit que fi l’on décrit 
une demi-circonférence M £ C qui ait pour diametre le rayon 


CM, & qu'onprénne la corde CG= - n CE ; la ligne M G 


fera le rayon rompu, fur lequel on déterminera le point F, 
comme l’on a enfeigné ci- devant ait 153. 

Pour trouver Le point Æ où le rayon incident B 4 perpen- 
diculaire fur 4 MD touche la cauftique par réfraëlion, l’on 


aura * 4H _. -—=30=3 CA Erf l on décrit une demi- 


circonférence C V D qui ait pouradiametre le rayon CD, 





& qu’on prenne la corde CN — a CD;:1l eft clair Ÿ que le. 


point V fera à la cauftique par ren , puifque le rayon 


incident B D touche le ceicle 4 M D au point D, 
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Si l’on mene 4P parallele à CD ; il eft vifible * que la por- 


tion FH= 4 H— ARE M : de forte que la caufti- 
que entiere HFN= = CA—DN= NS CA. 


Si le quart de cercle 4 MD eft concave vers les rayons 
incidents B M, & que la raifon de #7 à z foit de 2 à 3; on 
prendra fur la demi-circonférence CE M qui a pour dia- 


metre le rayon CAT, la corde CG— + CE, & on tirera 


le rayon rompu MG fur lequel on déterminera le point F 
pat la conftruétion générale art. 133. 


On aura * 4H ( 2h, ceft-à-dire que AH 


JIt =" 11 





fera du côté * de la convexité du quart de cercle 4 MD, & 
double du rayon 4 C. Er fi l’on fuppofeque CGou+ CE 


foit égale à CM; il eft manifefte que le rayon rompu M F 
touchera le cercle AM D en M, puifqu’alors le point G fe 
confondra avec le point M. D'ou il fuit que fi l'on prend 


GES . CD, le point M tombera au point V où la caufti- 
que ZF N * touche le quart de cercle 4 M D. Mais lorfque 
CE furpafle == C'D ,les rayons incidents B M ne pourront 


plus fe rompre, c’eft-à-dire pafler du verre dans l'air; puifqu’il 
eft impoflible que C G perpendiculaire fur le rayon rompu 
MG, foit plus grande que CM: de forte que tous les 
rayons qui tomberont fur la partie N D fe réfléchiront. 

Si l'on mene 4 P parallele à CD ; il eft clair * que la 


portion FH=—AH—MF++P M:de forte que menant 
N'K parallele à CD, la cauftique entiere ÀAFN — 2 CA 
HUOAR ATEN CA 


“Art 19 Le 


Fic. 116. 


CATLITA NT 
* Art. 136. 


FAT 137. 


LATIN SZ 
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ÉSNEE Mobiles EE 


Fic.117. 140. Soit la courbe 4 M D une logarithmique fpirale qui 


ait pour centre le point À duquel partent tous les rayons in- 
cidents À M. | 

“Art. 91. [left clair * que le point Æ tombe fur le point 4, c’eft-à- 
dire que a —y. Si donc l'on met à la place de 4 fa valeur 


bb 
* Art. 138. y dans 73 valeur * de MF lorfque la courbe eft 
bmy—any—+aan 





concave du côté du point lumineux; on aura M F— 4 : d'où 
l'on voit que le point F tombe fur le point G. 

Si lon mene la droite AG, & la tangente MT"; l'angle 
A G O complément à deux droits de l'angle 4 G M, fera égal 
à l'angle 4 MIT. Car le cercle qui a pour diametre la ligne 
CM, paflant par les points 4 & G, les angles 4GO, AMT 
ont chacun pour mefure la moitié du même arc 4 M. II 
eft donc évident que la cauftique 4 G N eft la même logarith- 
mique fpirale que la donnée AMD, & qu’elle n’en differe 
que par fa pofition. 


ProProsrT ro NI 
Probléme. 


Fic. 118. 141. Za cauftique HF par réfraction étant donnée avec 
fon point lumineux B, 6 la raifon de man; trouver ure 
znfinité de courbes telles que AM , dont elle [oit cauftique par 


réfraction. 


Ayant pris à difcrétion fur une tangente quelconque Æ 4, 
le point À pour un des points de la courbe 4 M, on dé- 
crira du centre B & de l'intervalle B À l'arc de cercle AP, 
& d’un autre intervalle quelconque B M un autre arc de cer- 


. 72 ! > 
cle; &ayantpris AE = — PM, on décrira en enveloppant 


la cauftique À F une ligne courbe Æ£ M, qui coupera l'arc de 
cerçle décrit de l'intervalle B A7, en un point M7 qui fera à 

# Arr, 132. la courbe cherchée. Car *PM.AEouM£L::m.n. 
AUTRE 
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A Y2T RE S O'L ÜU T 1 O N: 


142. On cherchera fur une tangence quelconque FM, 
autre que À À, le point M vel que HF+FM+=BM 
— H À + — B A. C’eft pourquoi l'onprend FK=—= B À 
+ À H — FH, & qu'on trouve fur FX un point M cel que 
MK= =B M, il fera * celui qu'on cherche, Or cela fe 


peut faire en décrivant une ligne courbe G M telle que me- 
nant d’un de fes points quelconques 7 aux points donnés 
B,K,les droites MB, MK, elles aient toujours entre 
elles un même rapport que 7 à ». IL n’eft donc queftion que 
de trouver la nature de ce lieu. | 

Soit pour'cet effet menée MR perpendiculaire {ur BX, 
&z nommée la donnée BX , a; & les indéterminées BR, x; 


RM, y. Les triangles reétangles BRM, KRM, donne- 
ront BM — Vxx + yy, & KM=—Vaa— 2AXXX + yy : 


de forte que pour remplir la condition du problême, l’on 





——————— 


aura Vxx+yy. V'aa—2ax+xx+yy::m.n. D'où l’on 














° 2AMNMMEX = A aAmMmM È . 
CITÉ y SX quiet fniheuau Cerele 


que l’on conftruira ainfi. 
Soit prife BG— er & BQ— —, & foit décrit du dia- 
metre G Q la demi-circonférence G M Q: je dis qu’elle {era 


a. nt 


le lieu requis. Car ayant OR ouBQ—BR=—— —%x, 


Nm — 17 


& RGouBR—BG rt la propriété du cercle, qui 


donne Q Rx RG—= RM, donnera en termes analytiques 
ZLaMmmMmX—4amn 
ISSN Eee SE QR 
Si les rayons incidents B 4, B M, font paralleles à une 
droite donnée de pofition, la premiere folution aura tou- 


Ÿ 


* AIT 1320 


Fire. 119. 


Frc, 120, 








RAF 


* Art. 130, 


Fic. 121. 


PArE: 132; 
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jours lieu; mais celle-ci deviendra inutile, & on pourra lui 
fubftituer la fuivante. | 

Soit prife FL—AH— HF; & ayant mené ZG paral- 
lele à 4 B & perpendiculaire fur 4P , on prendra ZL'O — 


= ZG, & on tirera Z P parallele à GO, & PM paral- 
lele à GZ. Iteft clair * que le point M fera celui qu'on 


cherche; car puifque Z O —=— EGIMLE= PM 


Si la cauftique FÆ par réfra@ion, fe réunit en un point; 
les courbes .4 M deviennent les Ovales de Deftartes ; qui 
ont faittant de bruit parmi les Géometres. 


COR O'LL A ER EVE 


143. On démontre de même que dans les cauftiques par 
réflexion *, que les courbes 4 M font de nature différente 
entre elles , & qu'elles ne font géométriques que lorfque la 
cauftique Æ7 F par réfraction eft géométrique & redifiable. 


Go '\k © L'E-A D RE FE 


144. Une ligne courbe 4M étant donnée avec le point 
lumineux 5, & la raifon de à # ; trouver une infinité de 
lignes telles que D W,.enforte que les raÿons rompus AN 
fe rompent de nouveau à la rencontre de ces lignes D N 
pour fe réunir en un point donné €. | 

Si l'on imagine que la ligne courbe Æ7 F'foit Ha cauftique 
par réfraction de la courbe donnée 4 MF, formée parle point 
lumineux B , il eft clair que cette même ligne #7 Fdoir être 
auffi la cauftique par réfraction de la, courbe cherchée DW, 
ayant pour point lumineux le point donné C. C'’eft pour- 


quoi *— B À + AH==BM + MF+ FH, &NEF 
+FH—=NC=HD—=DC; & partan — BA + 
AH=—=BM+MN+HD—-=DC+E NC; & 


tranfpofant à l'ordinaire , — B 4— =BM+ = D C + 
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AD = MN+=NC. Ce qui donne cette conftruétion. 


Aÿanc pris à ITeMon fur un rayon rompu quelconque 
A le point D pour un de ceux de la courbe cherchée 
DN, où prendra fur un autre rayon rompu quelconque 


MF la parie MK=—=BA—=BM+=DC+AD; 
& ayant trouvé, comme c1 deflus *, le point tel que 


NK = = NC, il ef clair * qu'il fera à la courbe D N. 


ÉOROLLATRE CEÉNER AL 
Pour les trois fections précédentes. 


145. Il eft manifefte * qu'une ligne courbe n’a qu'une 
feule développée, qu'une feule cauftique par réflexion, & 
qu'une feule par réfrattion le point lumineux & le rapport 
des finus étant donnés | lefqu’ elles lignes font toujours géo- 
métriques & reétifiables Jorfque cette courbe eft géométri- 
que. Au lieu qu'une même ligne courbe peut être la déve 
loppée , & l’une & l’autre caultique dans le même rapport 
des finus, ë dans la même poftion du point lumineux , 
commune à une infinité de lgnestres différentes entre elles, 
& qui ne font géométriques que lorfque certe courbe eft 
géométrique &c reétifiable. 


* Art, 142. 


FAATLSTTA. 


FATt:80 ; 
85 , 107 » 
108:, 1125 
116, 128, 
1295511345 
14 3. 
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S-E.C:T:1.O:N VOIE EE 


U/age du calcul des différences pour trouver les points 
des lignes courbes qui touchent une infinité de lignes 
données de pojition , droites ou courbes. 


P & OP OS:LE ONE. 


Problème, 


es O1T donnée une ligne quelconque AMB , qui air 
pour axe la droite AP ; foient de plus entendues une infinité 
de paraboles AMC , AmC, qur paffent toutes par le pornt 
À, G qur atent pour axe les appliquées PM, pm. 77 faur 
trouver la ligne courbe qui touche toutes ces paraboles. 

Il eft clair que le point touchant de chaque parabole 
AM C eft le point d'interfettion C où la parabole 4m€, 
qui en eft infiniment proche, la coupe. Cela pofé , & ayant 
mené CX parallele à MP , foient nommées les données 


APis SP MSy ne les inconnues AL; KE, 7" On 


aura pat-la propriété de la parabole, AP (xx). P K(uu — 
2ux+xx):: MP (y). MP —CK(y—3x) Cequidonnezxx 
— 2uxy—uuy, qui eft l'équation commune à toutes les 
paraboles telles que À M C. Or je remarque que les incon- 
nues À X (u) & K C(7) demeurent les mêmes, pendant 
que les données 4 P(x) & P M (y) varient en devenant 
À p & p m ; & qu'il n'arrive que À C(7) demeure la même, 
que lorfque le point € eft celui d'interfeétion : car il eft vi- 
fible que par-tout ailleurs a droite À C coupera les deux pa- 
raboles À MC, Am C en deux différents points , & qu’elle 
aura par conféquent deux valeurs qui répondront à la même 
de À K. C’eft pourquoi fi l’on traite 4 & 7 comme conftantes, 
en prenant la différence de l'équation que l’on vient de 
crouvet , on déterminera le point € à être celui d'interfec- 
tion. Onauradonc2z;xdx=2uxdy+2uydx—uudy: 
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2XXdY—2YxXxdX 


d'où l’on tirel’inconnue AK (x) — en met- 


xdy—2ydx 
tant pour 7 fa valeur 2 la nature, dela 
courbe 4 M B étant donnée, on trouvera une valeur de 4 
en dx, laquelle étant fubftituée dans la valeur de AK, 
cette inconnue fera enfin exprimée. en termes entiérement 
connus & délivrés des différences. Ce qui étoit propofé. 

Si au lieu des paraboles 4 MC, on propofoit d’autres li- 
gnes droites ou courbes dont la pofition fut déterminée, on 
refoudroit toujours le Problême à peu près de la même ma- 
niere : & c'eft ce que l’on verra dans les Propofitions fui- 
vantes. 

EXEMPLE. 


147. Que l'équation xx—4ay—4y7y exprime la na- 
ture de la courbe 4 MB : elle fera une demi-ellipfe qui aura 
pour petit axe, la droite À B — a perpendiculaire fur 4P, 
& dont le grand axe fera double du petit. 

On trouve xdx—2ady—4ydy; & partant AX 


(ES) = = == 4, D'ou il fuit que fi l'on prend 
A K quatrieme proportionnelle à MP, PA, AB, & qu'on 
mene À C perpendiculaire fur À K; elle ira couper la para- 
bole 4 M C au point cherché €. 

Pour avoir la nature de la courbe qui touche toutes les 
paraboles , ou qui pafle par tous les points C'ainfi trouvés, 
on cherchera l'équation qui exprime la relation de AK (x) 
à KC (7) en cette forte. Mertant à la place de z fa valeur 
SC 


@æœa 





a x « . 
— dans zxx=—2uxy—uuy,lonentirey=— 
y 


27% ? 


a , ; 
partant x où + pores Si donc l’on met ces valeurs à Ia 


place de x & y dansxx=—44ay—47y7y,0on formera l’équa- 
tion uu—4aa-4a7 où x & y ne fe rencontrent plus, 
& qui exprime la relation de 4 X à KC. D'où l’on voit que 
la courbe cherchée eft une parabole qui a pour axe la ligne 
B À, pour fommet le point B, pour foyer le point 4, & 
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dont le parametre par conféquent eft quadruple de 4B. 
, d'où l’on tire XC (x) 
24yÿ— aa | 


— ————, Or comme cette valeur eft pofitive lorfque 





On vient de trouver Y=> E 


furpaffe a, négative lorfqu'il eft moindre, & nulle lorf- 
a 11 lui eft égal : 1! s'enfuit que le point couchant € tombe 
au-deflus de 4 P dans le premier cas, comme l’on avoit fup- 
pofé en faifant le calcul; au deffous dans le fecond , & enfin 
far À P dans le troifieme. 


Si l'on mene la droite 4 C qui coupe M P en G ; je dis 
que MG—BQ, & que le point G eft le foyer de la pa- 


rabole AMC. Car 1°. 4K (=) KeC Son re 


PG=2y—a; & partan MG—a—y—BQ.:° 
parametre de la parabole AMC, et — 4a—47 en met- 
cant pour xx fa valeur 44y — 4yy5 & partant MG(a—) 
eft la quatrième partie du parametre : d’où l’on voit que le 
point G eft le foyer de la parabole ; & qu’ainfi l'angle BAC 
doit être divifé en deux également par la tangente en À: 

Il fuit de ce que le parametre de la parabole 4 MC eft 
quadruple de BQ , que le fommet M tombant en À, le pa- 
rametre fera quadruple dé 4B ; & qu'ainfi la parabole qui 
a pour, fommet le point 4, eft afymptotique de celle qui 
pafle par tous les points C. 

Comme la parabole B C touche toutes les paraboles cel- 
les que AMC: il eft clair que toutes ces paraboles coupe- 
ront la ligne déterminée 4C en des points qui feront plus 
proches du point À que le point C. Or l’on démontre dans 
la Baliftique ( en fuppofant que AX foit horizontale ) que 
routes les paraboles telles que AMC marquent le chemin 
que décrivent en l'ait les bombes qui feroient jettées par un 
mortier placé en À dans toutes les élévations poflibles avec 
la même force. D'où il fuit que fi lon mene une droite qui 
divife par le milieu l'angle B AC; elle marquera la pofition 
que doit avoir le mortier, afin que la bombe quil jette, 
rombe fur le plan 4C donné de pofition, en un point C 
plus éloigné du mortier, qu'en toute autre élévarion. 
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PROPOS LET ON li: 


Problème. 


148. Soit donnée une courbe quelconque AM, qui ait pour Fic. 123. 


axe La drorte A P ; érouver une aurre courbe BC telle qu "ayant 
mené a RL lappliquée PM, & a perpendiculaire 
PC a certe courbe, ces deux lignes PM , PC /ozent toujours 
égales entre elles. 


Si lon conçoit une infinité de cercles décrits des centres 
Pipe des rayons PC, p C égaux à PM, pM ; il eft 
clair que Ja courbe cherchée. B C doit touchér tous ces tér- 
cles, & quele point touchant C de chaque cercle eft le point 
d'incerfection où le cercle qui en eft infiniment proche, le 
coupe. Cela poié, foit menée C X perpendiculaire fur AP: 
foienc nommées les données & variables 4P, x; PM ou 
PC,7y; les inconnues & conftantes AK, u; KC ,X5 & l'on 


aura par la propriété du cercle PC—PK+K e ceft-à- 
dire en termes analytiques yy =xx—2ux<+uu<+z7 
qui eft l'équation commune à tous ces cercles, done la dif 
férence eft 2ydy—2xdx — 2udx: d'où Lot ue PX 
(x — 4 1) ; ce qui donne cette conftruétion géné- 
rale. 

Soit menée MQ perpendiculaire à la courbe 4 M; F 
ayant pris PK = PQ, foit tirée XC parallele à PM:); 
dis qu’elle rencontrera le cercle décrit du centre P & du 
rayon P C— P M au point C où il touche la courbe cher- 


chée BC. Ce qui eft évident; puifque PQ 


On peut encore trouver la valeur de PK de cette autre 


maniere. 
Ayant mené PO perpendiculaire fur Cp, les triangles 


reétangles p O P, PK C feront femblables ; & partant Pp 
(dx). Op(dy):: PC(y).PK — Een, 
Lorfque PO=PM, il.ef clair que le cercle décrit du 








Fic. 123.7 


Fr, 124. 
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rayon P C, touchera X C'au point Æ : de forte que le point 
touchant € fe confondra avec le point À, 8 tombera par 
conféquent fur l'axe. 

Mais lorfque PQ furpañera PM, le cercle décrit du 
rayon PC ne pourra toucher la courbe BC; puifqu'il ne 
pourra rencontrer la droite À C en aucun point. 


EXEMPLE. 


149. Soit la courbe donnée AM, une parabole qui ait 
pour équation ax = y y. On aura PO ou PK (x—u)— 


I ! I I 
— a; & par conféquent x= —a+u, &Kyy=aa+zxx. 
à caufe du triangle reétangle P K C. Or fi l'on met ces va- 


. I 
leurs dans ax=—7y, on formera l'équation —aa+au — 
z 


1 I - . 
Taa XX OU — aa Ha 7x, Qui exprime la nature de 


la courbe BC. D'où il eft clair que cette courbe eft la même 
parabole que À M ; puifqu’elles ont l’une & l’autre le même 
parametre a, & que fon fommet B eft éloigné du fommet 


A de la diftance B 4 — 


I 
Ai É 
4 


PROPOSITION TPE 


Problème: 


150. Soit donnée une ligne courbe quelconque AM, qui 
air pour diametre la droite AP; 6 dont les appliquées PM, 
pm /oient paralleles à la droite AQ donnée de pofiion; & 
ayant mené MQ , mq paralleles a AP, forent tirées les droi- 
res PQC,pqC. On demande lascourbe AC quz a pour tan- 
gentes toutes ces droutes : ou, ce: qui.eft la même chofe, il s’a- 
git de déterminer fur chaque droite P QC de point 1ou- 


chant C. 


Ayant imaginé une autre tangente p g C infiniment pro- 
che de POC,& mené C X parallele à 4 ©, on nommera 
les données & variables 4 P, x; PM ou 4Q,7y; les in- 


connues 
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connues & conftantes AK ,u; K°C,7; & les triangles fem- 


blables P 40; PK C'donnéronc AP (x). AO (5) : : 
PK(x+u).KC(7)=7y+ Z, quieftl'équation commune 
à toutes les droites telles que À C. Sa différence eft dy + 


LE o,d'où l’on tire AK(u)— CE qui 
donne cette conftruétion générale. 

+ Soit menée la rangence M TT", & foit prife 4 X troifieme 
proportionnelle à 4 T°, À P : je dis que fi l'on mene X Cpa- 
rallele à 40, elle ira couper la droite P © C'au point cher- 
ché C: 

y dx — xdy x x dy 
Car AT ( 22 ).A P(x):: AP(x). AK=— 


dy ydx — xdy 


ER Mer LE 








151. Soit la courbe donnée 4 M, une parabole qui ait 
pour équation ax —7y y. On aura AT — A P ; d'où il fuit 
que AK (u) = x,celt-à-dire que le point À tombe fur le 
point 7. Si l’on veut à préfent avoir une équation qui ex- 
prime la relation de À X (z)à K C(x); on trouvera X C(z) 
—= 1 y, puifque lon vient de trouver que P X'eft double de 
A P. Mettant donc à la place de x & y leurs valeurs z & 


x dans ax —= y, ON aura 44u —= 77: d’où l’on voit que 


la courbe 4 C eft une parabole qui a pour fommet le point 
À ,& pour parametre une ligne quadruple du parametre 


de la parabole AW. 


ERATOMRPILYE LE 


152. Soit la courbe donnée 4M, un quart de cercle 

B M D qui ait pour centre le point 4, & pour rayon la 

ligne AB ou AD, que j'appelle a. Ii eft clair que PQ eft 

toujours égale au rayon 4 M ou 4 B, c’eftà dire qu’elle eft 

par-tout la même : de forte que l'on peut concevoir que fes 

extrémités P, Q gliflent le long des côtés B 4, AD de 
Z 


rc 121: 


FrG, 1 25. 








* Art. 96. 


* Art. 96. 
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l'angle droit B À D. Onaura AK (u) — rs puifque 4 T 


— —; & les paralleles À C, 4 © donneront À P (x). P Q 
(a):: AK (=) AAC —. D'où l’on voit que pour avoir 


le point touchant C, il n'y a qu'à prendre QC troifieme 
proportionnelle à PO & À P. Si l'on cherche l'équation 
qui exprime la nature de la courbe B C D , on trouvera 
celle-ci, 4 — z3aaut +  zatuu— 0, 
TE Be: T2 T ang 3 aftyz 
nm UE CR 0 dt 
AR TETE 


CÉVOSRIOSE L'AIR EE 


153. Si l’on veut chercher le rapport de la portion DC 
de la courbe BCD à fa tangente CP, l’on imaginera une 
autre tangente cp infiniment proche de CP; & ayant dé. 
crit du centre C le peut arc PO, l'on auracp—CP,ou Op 

RU ap ; aa — 
—Ce—= <<, pour la différence de CP" ; 


a 





2xdx 


d'où l’on tire Cc = Op+ . Or à caufe des triangles 


a 


rectangles femblables OP 4, PpO, l'on aura PQ(a). AP (x) 
DA X) Op", &c partant Co = EC De. 





Il eft donc manifelte qu’en quelque endroit que l’on prenne 
le point C, l'on aura toujours D C— De (=) CP 5 


2 Xdx 


Cp ( | ) :: 3. 2. D'où il fuit que la fomme de toutes les dif- 





férences D C — D c qui répondent à la droite PD, c’eft- 
à-dire * Ja portion D C de la courbe BCD , eft à la fomme 
de toutes les différénces CP — cp qui répondent à la même 
droite P D, c'eft-à-dire * à la tangente CP :: 3. 2. Et de 
même que lacourbe entiere BCD eftifatangente BA :: 3.2. 
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GhoRPO LL ASMRIE TEL 


154. Si l’on développe la courbe B CD en commençant 
par le point D, on formera la ligne courbe D NF telle que 
CN.CP::3.2, puifque C W eit toujours égale à la portion 
D C de la courbe BC D. D'ou il fuit que les feéteurs fem- 
blables Cr, CPO fonc:entre eux :: 9.4; & partant que 
iefpace D CN renfermé par les courbes DC, D N, & par 
la droite CN qui eft tangente en C & perpendiculaire en 
N , eft à l'efpace D C P renfermé par la courbe D C', & par 
les deux tangentes D P, CP, comme 9. 4. 


CoRoOLLAIRE. III. 
1 ; 5. Le centre de pefanteur du fecteur C W 7 doit être fitué 
fur l'arc PO; puifque CP — Fe CN.Etcomme cerarceft 


infiniment petir, 1l s’enfuit que ce centre doitécre fur la droite 
AD; & partant que le centre de pefanteur des efpaces DCN, 
BD F, qui font compofés de tous ces feéteurs , doit être fur 
certe droite 4 D : de forte que fi l’on décrivoit de l’autre côté 
de B F'une figure toute pareille à B D F', le centre de pe- 
fanteur de la figure entiere feroit au point 4. 


CoROLLAIRE IV. 
156. À caufe des triangles rectangles fémblables PO À, 
pPO lon aura P © (a). AQ ou PM V'aa—xx):: Pp(dx). 
DO 





——., Età caufe des feteurs femblables CP O, 


a a 


xx 
° 
a 


Nnr— BE Orle reétangle MP x P p,ceft-à-dire * 








CNn,Yonauraaufi CP.CN,ou2.3::PO (és 


le petit efpace circulaire MPpm=dxVaa—xx. Onau. 
ra donc ABxNn= M Ppm: d'où il fuir que la por- 
| Z ij 


* Art. 2. 








Fic. 126. 


1$0 + AENTA LOVISLE 


tion V D de la courbe D N F étant multipliée par Île rayon 
À B , cft fefquialtere du fegment circulaire DM P , & que 
la courbe entiere D NF eft égale aux trois quarts de BMD 
quatrieme partie de la circonférence du cercle. 


PRO POST TRONSRV. 
Problème. 


157. Soit donnée une courbe quelconque À M, qui art pour 
axe la droite À P ; & foient entendues une infinité de per- 
pendiculaires MC, mC à certe courbe. On demande la courbe 
qui a pour tangentes toutes ces perpendicularres : ou, ce qui 

ù RER 
eft la même chofe , il faut trouver [ur chaque perpendiculaire 


MC /e point touchant C. 


Ayant imaginé une autre perpendiculaire #7 C'infiniment 
proche de MC, avec une appliquée MP, l'on menera par 
Je point d'interfeétion C les droites CX perpendiculaire & 
CE parallele à l'axe : ayant enfuite nommé les données & 
variables AP , x; PM, y; les inconnues & conftantes 


AK SuyKC,7;lon aura PO—YY, PKoùCE —=à2 
— Xx,ME—= +3; & les triangles reétangles femblables 
MPQ,MECdonneronr MP(y).PQ(%) :: ME (y+%). 


dy+z3d NS 
E Ciu—x) TT, qui eft une équation commune 


à toutes les perpendiculaires telles que A7 C, & dont la 
différence (en fuppofant dx conftante ) donne — 7x — 
LEE eu EPA ET : d’où lontire ME (7+ y) = Or 
la nature de la courbe 4 M étant donnée, l’on aura des va- 
leurs de dy" & d dy en dx*, lefquelles étant fubftituées dans 
dx°+dy" 
— ddy 
nue & délivrée des différences. Ce qui étoit propofé. 
Il eft évident que la courbe qui pafñfe par tous les points 
C, eft la développée de la courbe AM, & comme l’on en 





, donneront pour 7 Æ’une valeur entiérement con- 
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a traité exprès dans la Seétion cinquieme, 1l feroit inutile 
d'en donner ici des exemples nouveaux. 


PR OX PLOLS RIT HE ONE VE 
Problème. 


158. Deux lignes quelconques AM, BN étant données 
avec une ligne droite MN qui demeure toujours la même; on 
fuppofe que les extrémités M, N de cette ligne gliffent conri- 
nuellement le long des deux autres, 6 l’on demande la courbe 
qu’elle touche toujours dans ce mouvement. 


Ayant mené les tangentes 7 7°, NT", & imaginé une au- 
tre droite #7 infiniment proche de MN, & qui la coupe par 
conféquent au point C où elle touche la courbe dont il s’agit 
de déterminer les points. Il eft clair que la droite AN, pout 
parvenir en 72, a parcouru par fes extrémités les petites por- 
tions Mm,Nn des lignes À M, BN, lefquelles font com- 
munes à caufe de leur infinie petitefle , aux tangentes TM, 
TN : de forte que l’on peut concevoir que la ligne MN 
pour parvenir dans la fituation infiniment proche 71 2, ait gliflé 
le long des droites 7 M, T'N données de pofition. 

Cela bien entendu, foient menées fur V T'les perpendi- 
culaires M P, CK; {oient nommées les données & variables 
TP;,x; PM, y; les inconnues & conftantes T'K,2; KC,7; 
& la donnée MN qui, demeure par-tout la même, 4. Le 


triangle reétangle M P N donnera P N— Vaa—yy; &g à 
caufe des triangles femblables NP M,NXC, l’on aura 


NP(Vaa—yy).PM(y)::NK(u—x— Vaa—yy). 


KC(z)= Drevr — y, dont la différence donne a audy 


—aaxdy—aaydx+ydx— aady —yydyV aa yy à 








d’où en faifant Wau—yy —m pour abréger, l'ontire P K 
| m'dymmydx _ m+mm 


X 
(aux) = en mettant pour ydx 


aa dy 
fa valeur x dy, à caufe des triangles femblables #7 R MZ, 


Fic. 127. 
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,; mm mx . 
MPT ; & partant MC————— ; ce qui donne cetre 


conftruétion, 

Soit menée 7Z°'Æ perpendiculaire für ALN, & foit prife 
M C= NE : je dis que le point Cfera celui qu’on cherche. 
Car à caufe des triangles rectangles femblables MNP,TNE, 
lon aura MN(a).NP(m)::NT(m+x).NE ou MC 


m2 M1 m1 X 


a —— 





Autre maniere. Ayant mené 7 Æ perpendiculaire fur MN, 
& décrit du centre C les petits arcs MS, NO, on nom- 
mera les données NE ,r; ET ,s; MN ,a ; & l'inconnue 
CM, r. On aura S mou On= di; & les triangles reétan- 
olés femblables M ET & mSM, NET &nON,CMS 
& CNO donneront ME (r—a).ET (s)::mMmS (à4r). 
SM="%. ENE(r).ET(S)::rO (d:).ON = 


res 


#5, EMS—NO(E<).MS (<=) :: MN (a). 


ETC T fa 7 











MC (r)= 7. Ce qui donne la même conftruétion que ci- 
deflus. 

Si l’on fuppofe que les lignes AM, B N foient des droi- 
tes qui faflenc entre elles un angle droit; 1l eft vifible que 
la courbe cherchée eft la même que celle de l’article 1 52. 


P R‘O'Pt0 STE oN0 VI: 
Problème. 


149. Sozent données trois lignes quelconques L, M, N; 
& fotent entendues de chacun des points L,1 de la lione L 
deux. tangentes LM & LN ; 1m é1n, aux deux courbes M 
& N ,une a chacune. On demande la quatrième courbe € , qui 
ait pour tangentes toutes les droites MN , mn qui joignent 
les points touchants des courbes M, N. 


Ayant tiré la tangente ZÆ', & mené d’un de fes points 
quelconques Æ les perpendiculaires £F, Æ°G fur les deux 
autres tangentes 7 Z, NZ ; on concevra que le point Z foit 
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infiniment près du point Z; on tirera les petites droites 
LH, LK perpendiculaires fur 727, #7; comme aufli les per- 
pendiculaires MP, mP,NQ,nQ fur les tangentes MZ, 
ml,NZL,nl, lefquelles perpendiculaires s’entrecoupent aux 
points P & ©. Tout cela formera les triangles rectangles 
femblables £L' FL & LHI,E GZL& LK l;comme auf les 
triangles LM H & MPm, Lak & NO n rectangles en A 
& m, K & N, qui feront femblables entre eux, puifque les 
angles LM, MP1m étant joints l’un ou l’autre au même 
angle PMm, font un droit. On prouvera de même, que 
les angles ZrK, NO font égaux entre eux. 


Cela pofé, on nommera le petit côté M du polygone 
qui compofe la courbe M, du ; & les données EF, m; 
EG ,1;, MN ou mn,a; MLouml,b; NLounl,c; MP 
our? ,f; NO ou2Q, g (je prends iciles droites MP, 
N Q pour données , parceque la nature des courbes M, 
N étant donnée par la fuppofition , on les pourra toujours 


rouver *); & l'on aura, 1°. MP(f).ML(B)::Mm 
(du). LH = 2°, EF(m).EG{x)::LH (= 























sie 
___bndu O ” bndu 
LÉrdaris . ZNouZrzr (c).2 Q (LE (ET). 
nN = EE 4°. ( menant M R parallele à NZ ou 77) 
ml(b).ln (c):imM(du).MR— SE s°.MR+Nn 
cdu bpndu cdu Paco 
( nn . MR (= ):MN(a).MC= EE. 


Ce qu'il falloit trouver. 


Si la tangente £'Z tomboit fur la tangente MZ, il eft 
clair que EF (7m) deviendroit nulle ou zéro; & partant 
que le point cherché Ctomberoit fur le point M. De même 
fi la tangente ÆZ fe confondoit avec la tangente Z N ; alors 
E G (nr) deviendroit nulle ; & l'on auroit par conféquent 


MC=— a; d'où l'on voit que le point cherché € tomberoit . 


auf furle point W. Et enfin fi la tangente Æ Z tomboit dans 
l'angle GZ7];en ce cas E G (#7) deviendroit négative; ce 


* Art 78 
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D — 

c ccfm—\ 

C ne tomberoit plus entre les Res M 8 NV, mais de part 

ou d'autre. 


qui donneroit alors A7 C— ; & le point cherché 


ExEmMPrLzLE ÏJ. 


160. Suppofons que les courbes M7 & N ne faflent qu’un 
cercle. Il eft clair en ce cas que 4=c, & f—%; ce qui 
donne MC = =", d'où l'on voit quil ne fautalors que 

nm + nr 
couper la droite M1 N en raifon donnée de #7 à z, pour 
avoir le point cherché C’; c’eft-3-dire enforte que M C. 
NC::m.n. 


FSC M PL Er LI 


161. Suppofons que les courbes M & N foient une fec- 
tion conique quelconque. La conftruétion générale fe peut 
changer en cette autre qui eft beaucoup plus fimple, fi l'on 
fait attention à une propriété des feétions coniqués , que l’on 
trouve démontrée dans les livres qui en traitent : favoir que 
fi l’on mene de chacun des points Z, / d'une ligne droite £ Z 
deux tangentes Z M 8& LN , [m & [n à une Seétion conti- 
que ; toutes les droites MN, #7 qui joignent les points tou- 
chans, fe couperont dans le même point C, par lequel pafle 
le diametre 4 C, dont les ordonnées font paralleles à la droite 
EL. Car il fait de-R , Que pour avoir le point €, il ne faut 
que mener un diametre qui ait fes ordonnées paralleles à à 
la tangente £ Z. 

Il eft évident que dans le cercle , Le amet doit être per- 
pendiculaire fur la tangente Æ Z ; c’eft-à- dire qu'en menant 
de fon centre À une perpendiculaire AB fur cette tangente, 
elle coupera la droite 1 N au point cherché C. 


REMARQUE. 


162. On peut par le moyen de ce problème réfoudre ce- 

lui-ci qui dépend de la méthode des tangentes, 
Les trois courbes €, M, N étant données, on fera rou- 
ler une ligne droite M N autour de la CS DE C, enforte 
qu'elle 
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qu’elle la touche continuellement; on tirera par les points 
M, N, où elle coupe les courbes M7 & 'N, les tangentes 
MZ, NL qui s'entrécoupent en un point Z, lequel décrit 
dans ce mouvement une quatrteme courbe Z Z, Il s’agit de ti- 
rer la tangente Z Æ de cette courbe, la pofition. des droites 
MN ,MZ, N£ étant donnée avec le point touchant C. 

Car il eft vifible que ce problème n’eft que l’inverfe du 
précédent, & qu'ici M Ceft donnée : ce qu’on cherche, c’eft 
la raifon de £ F', EG, qui détermine la pofition de la tan- 
sente Æ Z. C’eft pourquoi fi lon nomme la donnée M C, k; 
__accfm bbghn . 87 
ccfm—+bbgn accf—ccfh? 
par conféquent la tangente Z Æ' doit être tellement fituée 
dans l'angle donné MZ G, que fi lon mene d’un de fes 
points quelconques Æ les perpendiculaires EF, EG fur 
les côtés de cet angle, elles foient toujours entre elles en 
raifon donnée de #69 ha accf— ccfh. Or cela fe fait en 
menant #1 D parallele à NZ, & égale à Pr re 

Il eft évident * que fi les deux courbes 1 & N ne font 
qu'une fection conique, il ne faudra que tirer la tangente 
LE parallele aux ordonnées du diametre qui pañle par le 


point C, 


l’on aura —  : d’où l’on tite nm — 





Frc. 120. 
* Art. 161. 
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Se CFE TON EX: 


Solution de quelques Problèmes qui dépendent des 
Méthodes précédentes. 


PR20 PONS 1 Tr 0 NN ‘I. 
Problème. 


163. S O1T ne lione courbe AMD(AP=—x,PM=—Yy, 
AB—à )1elle que la valeur de l’appliquée y foit exprimée par 
une fraction , dont le numérateur & le dénominateur devien- 
nent chacun zéro lorfque x —a, c’eft-à-dire lorfque le point 
P zombe fur le point donné B. On demande quelle dort être 
alors la valeur de l’appliquée BD. 


Soient enténdues deux lignes courbes 4ANB, COB, 
qui aient pour axe commun la ligne 4B , & qui foient tel- 
les que l’appliquée P N exprime le numérateur, & lPappli- 
quée P O le dénominateur de la fraétion générale qui con- 
vient à toutes les P M : de forte que PME A eft 
clair que ces deux courbes fe rencontreront au point PB; 
puifque par la fuppofñition P N & PO deviennent chacune 
zéro lorfque le point P tombe en B. Cela pofé, fi l’on 
imagine une appliquée 4 d infiniment proche de BD , & 
qui rencontre les lignes courbes 4ANB,COB aux points 
De 2 laquelle *ne différe pas de BD. 

g 
Il n’eft donc queftion que de trouver le rapport de 2 9 à 4 f. 
Or il eft vifible que la coupée 4 P devenant 4 B, les appli- 
quées PN, PO deviennent nulles; & que AP devenant 44, 
elles deviennent / f, 8g. D'où il fuit que ces appliquées, 
elles-mêmes 2 f, 6g, font la différence des appliquées en 
B & b par rapport aux courbes 4 NB, COB; & partant 


que fi l’on prend la différence du numérateur , & qu’on la 
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divife par la différence du dénominateur, après avoir fait 
x—a— À b ou À B,, l'on aura la valeur cherchée de lap- 
pliquée 6 d'ou B D. Ce qu’il falloit trouver. 


PRE NGIBEt L 


. Viax—xt—aVaax : 
164. Soit y = ————. Ileft clair que lorfque 
APE, 

Œ =— Va Le 
x— 4 , le numérareur & le dénominateur de la fraétion de- 
viennent égaux chacun à zéro. C’eft pourquoi l’on prendra 
le différence ir 2297.78 ë = 

zaix — xt 3Vax x 


du numérateur, & on 








3adx 
4 


la divifera par la différence — du dénominateur , 


4V aix 


après avoir fait x —a, c'eft-à-dire qu'on divifera — rs adx 


3 . 16 / 
par— , dx;cequi donne — a pout la valeur cherchée de 


BE D. 


FE PiC:E <h CL 


. At—4aXx 
165. Soit y =——.Ontrouvey=2a,lorfquex= a. 
AN GX 


On pourroit réfoudre cet exemple fans avoir befoin du 
calcul des différences , en cette forte. 

Ayant Ôté les incommenfurables , on aura aax* + 24aax 
— aXyy — 2 dx + a+ aayy — 2 ay — 0, qui étant divifé 
par x— 4, fe réduit à aax — ai + 21 aaÿ — ayy=—=0, & (ub= 
ftituant a pour x, 1l vient comme auparavant y — 2 4. 


Ne OGF=E: VE 


La théorie que notre Auteur indique dans ce probléme eft aflez impor- 
tante pour que nous croyons devoir la traiter avec plus de détail. Mais 
il faut reprendre les chofes d’un peu plus haut. 

1. On demande de mener une tangente fur la courbe repréfentée par 
l'équation xt — 2ay3— 3aÿ*— 2 dx + at —0o, du point où 


A a i) 














188 ANALYSE 





dx ay +3 ay À é $ 
x—0o?Onaen général = PER RS ere expreflion qui devient 
YY Li mix 124 x 


à : intel, GX : 
2 au point en queftion. Mais j'ai tiré D des deux premiers termes de 
3 


l'équation aux différences finies (a)... ....... 


(46-042) EG ec Re ) ES 
| 2 | à A y 
(6 ; y È ÊE 2 her 
FR TRE éionte à et aue 


lefquels termes difparoiffent lorfqu’on fait x=— 0 & y —— à. Il faut 
donc avoir recours aux termes fuivants pour trouver dans ce cas-la le 


ERA, : : EE 

se / LA DA? 2) VS LS 

rapport = su fera donné parl équation du fecond degré(6 x*— 24°) F 

; d x° d x er 

— 6ay— 3a—o, de laquelle on tirera ——?&——7% vi. 
dy ay 

Donc du pointoù x = 0 & y —— 4, on peut mener deux tangentes 


en prenant l’une des fous-tangentes (+ à V/5 ) du même côté que l’o- 


rigine des x, & l’autre (— 4 Vi) du côté oppofé. Il eft clair qu'il doit 
pafler par ce point deux branches de la courbe; c’eft ce qu’on appelle 
un point double. On appelle point triple celui qui eft commun à trois 
branches d’une courbe, point quadruple celui qui eft commun à quatre 
branches, & ainfi de fuite. 

Je ferai une autre queftion relativement à la même courbe. N’a-t-elle 
que ce point double ? N’a-t-elle pas de point d'une mulriplicité fupérieure ? 
Pour la réfoudre , j'ai recours à l'équation (4), dans laquelle je fais 





4xi—4ûx—0, 6ayÿ +6 ay —=0o. La prenuere de ces équa- 
tions a trois racines x—=0,x—4a& x— —4;la feconde en a deux y—0 
& y —— 4. On aura autant de points multiples qu’on trouvera de va- 
leurs de x qui , avec les valeurs correfpondantes de y, fatisferont à l’équa- 
tion de la courbe. Oril n'ya quex=0&y——4,x—a&y—o 
x —— a & y—0o qui fatisfaflent à cette équation ; la courbe n’a 
donc que trois points multiples , & ces trois points ne font que doubles, 


e s: d / 1 » 
puifque dans chaque fuppofition le rapport _ eft donné par l'équation 
Y 


: d x 
du fecond deuré (6x — 24) TOC) ee TA me Ce 
| æ 
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2. En général l'équation de la courbe étant: (A)... ....4.... 


Il n I n ; n I $ n—2 
ax +—bx Ye des Door LYi ax + b'x. yHEc.—0, 
on pourra toujours repréfenter l'équation qui renferme le rapport entre 
les différences finies des co-ordonnées par (B)....... 4Ax+ Bay 


+ CA +DAxXAy HEAVY + Far + Gaxay + Haxay 


+ LaAÿ + Kat + &c.HaaAx HbAX AY... DAY —0s 
où 4,B, C, &c font des fonctions algébriques des variables x, y,, & 
a,b....g les mêmes coefhcients que dans l'équation ( A). On ireroit 
dx 
_— 
tre les différentielles 2x & 4 y pour un point où les valeurs de x & y ren- 
diflent 4 &.B nuls en même temps. Alors on auroit recours aux trois 


— 1 \ h " d dit t t 
TA s à MOINS qu on ne aémandar ce rappor en- 


de l'équation (B) 


. d x : ÿ È ; 
termes fuivants , & h feroit donné par l'équation du fecond degré 
Y 


d x° d x 
C — D — E — 0: pourvu cependant que dans la même fup- 


potion C , D & E ne devinffent pas nuls en même temps que 4 & B, 


dans lequel cas 1l faudroit avoir recours à l'équation du troifieme deoré 
Re — PE _. ER SE SD o 3:87 ainfi de fuite. 

BY ir LYS dy 

Donc pour. déterminer les points multiples de la courbe reprefentée 
par l'équation (A), 1l faudra faire 4— 0, B — 0 dans l'équation (B); 
& onaura autant de! points multiples qu’on trouvera de valeurs différen- 
es de x, qui, avec les valeurs de y correfpondantes, fatisferont à 
l'équation (À); on comprend dans les valeurs différéntes celles qui 
étant égales different par le fione, & celles qui étant égales & de me- 
me figne répondent. à ,des ordonnées différentes. Mais ne fuppofons 
qu’une valeur à x & une à y ; fi ces valeurs, tirées des équations 4— 0! 
B—o ; ne fatisfont qu'à l'équation (A) ; le point fera double ; 1l fera 
criple fi elles rendent nuls aufh les coefficients C, D & E ; quadruple fi 
ces valeurs fatisfont à l'équation ( À } , & rendent nuls les coefficients 
C;D,E,F;,G,H,T; &ainf de fuite, Le deoré de la multiplicité 
du point fera le mème que le degré de Féquation qui renfermera le rap- 


d X ! . . . . 1 2 e 
OT Cette equation pOoutLOIt AVOIL des rACINES égales s C eft ce qui 
P d O ? q 
3/ 
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arrive lorfqu’au point multiple plufieurs branches fe touchent à la fois , 


| LT Sem À 
on trouve autant de valeurs égales de 7. qu il y a de branches qui fe tou- 
Y 3 


chent. La même équation pourroit avoir des racines imaginaires, & 
alors 1l y auroit autant de branches invifbles que de racines imaginaires, 
lorfque les points où cela arrive font détachés du cours de la courbe, 
on les appelle des points conjugués. 

Pour que la courbe repréfentée par l'équation ( A) du dévoré 7, ait un 
point d’une multiplicité z, 1l faudra que les coefficients €, D, E, &ec. 
difparoïffent, & qu’il ne refte plus de l'équation aux différences finies 


que a Na BAT ELA An nu RgAy: — o. Cette équation fera 
celle de [a courbe ; en changeant convenablement l’origine des co-ordon- 
nées ; & comme pouvant toujours fe décompofer en facteurs du premier 
degré, elle ne repréfente que le fyftème d’un nombre z de lignes droi- 
res ; 1l.eft.clair. que le point demandé ne peut appartenir à la courbe dont 
il s’agit , mais bien à un fyftème d'un nombre z de lignes droites qui fe 
coupent en ce point. Il eft par conféquent démontré qu’une courbe du 
degré 7 ne peut avoir de point d’une multiplicité fupérieure à 7 — 1. 

3. Le rapportentre les différentielles 4x & dy étant donné générale- 
ment par l'équation 4 dx + B dy — 0, il eft poflible que pour des 
valeurs particulieres de x &de y , les coefficients 4 & B foient nuls en 


: d x 
même temps. "On trouveroit quelle eft alors la valeur de filon avoit 
34 


l'équation en x & y pour en conclure celle entre les différences finies de 
ces variables ;; ou bien fi fans tout cela on pouvoit parvenir aux équations 


Le FR dx | d x’ dx: dx 
6er ro RUN ATTSE (afroeuet ER de &c. 


Or il ne fera, pas’ difficile de démontrer.que ; toutes réductions. faites, 
l'équation (1) n’eft que 4 dx+ Bdy —0 différentiée en regardant d x 
& dy comme comme conftants ; que l'équation (2) n’eft que 4 4x + 
Bd y—0 différenuce deux fois\en regardant toujours z x & dy comme 
conftants, & ainfi des autres. D'où 1l fuit que. fi pour quelques valeurs 


RÉ air d x ; 
particulières de x &c de y., le rapport rs ne peut être donné par 4 dx + 
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Bdy—o, on différentiera cette équation en regardant dx & dy 
comme conftants , & le rapport demandé fera renfermé dans une équa- 
tion du fecond desré ; fi une premiere différentiation ne fufit pas, on 
différentiera une feconde fois, une troifieme fois, & toujours ainfi , en 
regardant dx & dy comme conftants, jufqu’à ce que l’on foit parvenu 
à une équation qui puifle donner le rapport demandé. L’expofant du 
desré de cette équation , diminué d’une unité, fera égal au nombre de 
fois que l’on aura différentic. 

4. On aune fonction de x & de y qui devient ? dans certains cas par- 
ciculiers , & l’on demande quelle eft alors la valeur de cette fonction ? 

On peut toujours regarder une fonétion quelconque de deux variables 
comme exprimant le rapport entre les différentielles de ces variables ; 
ainfi ce problème fe réfout comme le précédent ; ce qui s'accorde parfai- 
tement avec ce que notre Auteur en a dit. Cependant, pour plus de 
clarté, nous ajouterons les deux exemples fuivants à ceux qu'il a donnés. 


x—(m+1) Rs mb rs nr 3 
On demande la valeur de la fraction TU RES 1 Robe 
1 X ) 
d'y sh 
dans le cas dex —— 1? Nous la fuppoferons ARE FA & nous aurons l’é- 
X 


quation (x — (m+ 1 mx) dx (1 — x ) dy qui, 


étant différentiée en regardant dx & dy comme conftants , donne 
N == I 

d 1 (mi x Emm+i.x £ 

YO NSTESPOEGE ) ————, Mais le fecond membre de 

dx — 1(1—%x) 

celle-ci devenant £ dans le cas de x— 1, 1l faudra différentier une fe- 














conde fois , comme précédemment , & on en tirera 














dy D note Bt lee bn ir Em 2EE 
= — ———————————————, dont le fecond mem- 
dx 2 
; m.MmI : } 4 : 
bre devient — lorfqu'on fait x — 1 , c’eft la valeur de la fraction 
z 


propofée dans la même hypothefe. 


= ? 








. ! . € — € 
Soit encore propofé de trouver la valeur de la fraction dans 
log. 1+ x 
la fuppofition de x —= o. La différentielle du numérateur , divifée par 


I 





* on a donc cette nou- 


x — X ï 
dx,efte—e , celle du nominateur eft 
IX ? 








Fic. 137. 
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Z X 


ab tu I 1+ x s 2 1 à 
velle fraction ee Ent qui devient —2;,lorfqu'onfaitx=0; . 


€ 
c'eft la valeur de la fraétion propofée dans la même hypothefe. 


Ex: M MEL. L 


166. Sort une lione courbe quelconque BC G, avec une 
ligne droite À E qui la touche au point B, & fur laquelle 
fotent marques à difcrétion deux pornts fixes A, E.,S7 Por 
fait rouler cette droite autour de la courbe , enforte qu’elle 
la touche continuellement ; il eftclarr que les points fixes À, E 
décriront dans ce mouvement deux courbes AMD, ENH. S$: 
l’on mene a préfent DL parallele à AB ;é qui faffe par con- 
fequent avec D K\( fur laquelle je fuppofe la drorte AE lLorf- 
qu’elle touche la courbe BCG en G) l’angle KD L égal à 
l’angle AOD fair par les tangentes en B,G; 6 que l’on de- 
crive comme on voudra , du centre D Parc KFL: 

Je dis que DK.KFL:: AE. AMDÆHENHI ; favorr + 
lorfque le point touchant tombe toujours entre les points de- 
crivants , & — lorfqu’il les larffe toujours du même côte. 


Car fuppofant que la droite 4 Æ'en roulant autour de la 
courbe B CG foit parvenue dans les pofitions MCN,mCn 
infiniment proches l’une de l’autre, & menant les rayons 
D F, D f paralleles à CM, Cr; il eft clair que les fecteurs 
D Ff, CMm, CN n feront femblables; & qu’ainf DF.FFf 
:: CM.Mm:: CN.Nn:: CM+CN ou AËE.Mm + 
N n. Or comme cela arrivera toujours en quelque endroitque 
fe trouve le point touchant C ; il s'enfuit que le rayon DK 
elt à l'arc K FZ fomme de tous les petits arcs Ff:: AZ. 
AMD Æ.E NA fomme de tous les petits arcs MmN », 


Ce qu'il falloit démontrer. 
CoROLLAIRE Î. 


167. Il-eft vifible que les courbes AMD , E NH font 
formées par le développement de la même courbe BCG ; 
& qu'ainf la droite AE, eft toujours perpendiculaire fur 
ces deux courbes dans toutes les pofitions ou elle fe ren- 

contre ; 
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contre : de forte que leur diftance elt par-tout la même; ce 
qui eft la propriété des lignes paralleles. D'où l’on voit qu’une 
ligne courbe 4 MD étant donnée, on peut trouver une in- 
finité de-points de la courbe £ NA fans avoirbefoin de fa 
développée BCG, en menant autant de perpendiculaires 
que l’on voudra à cette courbe, & les prenant toutes éga- 


les à la droite ZE, 


COR OLA CSA TERCE: le 


168. Si la courbe B CG a fes deux motitiés BC, CGen- 
tiérement femblables 8 égales, & que l’on prenne les droites 
BP À, G H, égales entre elles ; 11 eft clair que les courbes 
AMD, Ë NH feront femblables & égales ; enforte qu’elles 
ne différeront que par leur pofition. D'où il fuit que la courbe 


AMD fera à l'arc de cercle X FL :: = AE .DK, ceft-à- 


dire en raifon donnée, 
PrRroProsiITIOoN IL. 


Probléme. 


169. Sozent deux courbes quelconques AEV,BCG, avec 
une troifieme AMD telle qu'ayant décrit par le développe- 
ment de la courbe BCG une portion de la courbe EM, La 
relation des portions de courbes AE,EM, 6 des rayons de 
la développée EC , MG oi exprimée par une équation quel. 
conque donnée. On propofe de mener d’un point donné M fur 
La courbe AMD /a tangente MT. 


Ayant imaginé une autre portion de courbe er, infini- 
ment proche de Æ MT, & les rayons de la développée CeF, 
GmR ; Soit 1°. CA perpendiculaire fur CÆ', 8 qui ren- 
contre en A la tangente £ 77 de la courbe AE. 29, ML 
parallele à CÆ, & qui rencontre en Z l'arc G Z décrit du 
centre MT & du rayon MG. 3°. G T° perpendiculaire fur 
M Gr; & qui rencontreen 7'la tangente cherchée MT. 

On nommera enfuite les données 4 E, x; “ M, y; 


Frc. 132. 








* Art, 166. 


Fic. 133. 


Fic. 233. 
* Art, 8, 
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CE,u; GM,7; CH,5; EH, x; arc GL, r; d'où lon 
aura Fe dx, Fe où Rm—du—d7; & les-triangles 
rectangles femblables eF Æ, E CA donneront CE (u). 
CH(s):: Fe(dz).FE—"", ECE(u). EH(z):: 


Fe(dz).Ee(dx) 1%. Or par le Lémme* RF— 


me — 4; & partant RM(RF—me+me_ME + 
MEMF)— _ + dy + ES Donc à caufe des trian- 
gles rettangles femblables RM, MGT, lonaura »R(d 7). 
RM(< ++ dy): MG(Q.GT=r+2 +1. 
Mais fi l'on met dans la différence de l'équation donnée à 





la place de du & dx leurs valeurs d7 & 228 l’on trouvera 


une valeur de dy en d7, laquelle étant fubftituée dans C2, 
il viendra pour la fous-tangente cherchée G Tune valeur 
entiérement connue & délivrée des différences. Ce qui étoit 
propofé. 

Si lon fuppofe que la courbe BCG fe réunifle en un 
point © ; 1l eft vifible que la portion de courbe ME (y) 


{e change en un arc de cercle égal à l'arc GZ (7), & que 


les rayons CE (4), GM (7) de la développée deviennent 


égaux entre eux : de forte que G 1°, qui devient en ce cas 


d 
OT, fe trouvera = y + s + TZ, 
t 
ExEMPLE. 


170. Soit y —= “; les différences donneront d y — 


a 


dx—xd 
ET (on prend * — x 7 7 au lieu de + x d7; parce- 
LELE td7—x d 
que.x & y croiflant, 7 diminue) — ET, en mettant 


d 
pour. dx fa valeur + & partant O T(y+ $ RE) — 
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+ s KIT : 





en mettant pour — © {à valeur 52 


‘REMARQUE. 


171. Si le point © tombe fur l'axe 4B, & que la courbe 
AE J foir un demi-cercle; la courbe 4 MD fera une demi- 
roulette , formée par la révolution d’un demi-cercle BS N 
autdue din Are égal BG N d'un cercle décrit du centre ©, 
& dont le point générateur 4 tombera dehors, dedans, ou 
fur la circonférence: du demi-cercle mobile BSN, felon 
que la donnée a fera plus grande, moindre , ou égale < à07, 
Pour le prouver , & déterminer en même temps le point B. 

Je fuppofe ce qui eft en queftion , favoir que la courbe 
AMD éft une demi-roulette, formée par la révolution du 
demi-cercle B SN, qui a pour centre le point ÆÀ centre du 
demi-cercle ÂAE 7, autour de l'arc B G N décrit du centre 
O ; & concevant que ce demi-cercle BS N s'arrête dans la 
fituauon B GN telle que le point décrivant À tombe fur le 
point M, je mene par les centres des cercles générateurs 
la droite OX qui pañle par conféquent par le point tou- 
chant G ; & tirant À SZ, j'obferve que les triangles OKE, 
OKM fonc égaux & fembl lables , puifque leurs trois côtés 
font égaux chéonne à chacun. D'où el fuir 1°. Que les angles 
extrêmes MOX, E OK font égaux; & qu’ainfi les angles 
MOE, GOB le font auffi : ce qui donne GB.ME :: 
OB.OËÆ. 2°. Que les angles MK O, E’K O font encore 
égaux ; & qu'ainfi les arcs GÙV, BS , qui les mefurenr, le 


font aufli : la même chofe fe doit dire de leurs compléments: 


GB,SN, à deux droits; puifqu'ils appartiennent à des cer- 
cles égaux. Or, par la génération de la roulette, l'arc GB 
du cercle mobile eft égal à à. l'arc GB de RE RESTES Jau- 
rai donc SN.ME : FOR OË. Cela pofé, 

Je nomme les Sur OF ,6; KV'ou K À, c; & lin- 
connue KB ,u. JaOB—=B+c—u; & les oi re 
blables KEA, KSN me donnent KE (aies (u):: 


(X) SN. Et partant OB (b+c—u).OE . 
BE :ij 


Fic. 134. 
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SN). EM(y)= TE 


enres sert DO] Ure 
. b pe , 
KBata) = EE Il eft donc évident que fi l’on prend 











b Re 
KB TE , & qu’on décrive des centres X & © Le demi- 


cercle BS N & l'arc BGN; la courbe 4 MD fera une de- 
mi-roulette décrite par la révolution du demi-cercle BS N 
autour de l’arc BGN, & dont le point décrivant 4 tombe 
dehors, dedans, ou fur la circonférence de ce cercle, fe- 
lon que X 77 (c) eft plus grand, moindre, ou égal à KP 
(=) , C'eft-à-dire felon qüe a eft plus grand, moindre, 


ou égal à ON (6). ù 
CO ROL L'AGISRE; KE 


172. He Chinque EMPIRE CN KB X OF 
(uz).OBXKW (bc+cc—uc). Or fi l'on fuppofe que 
OB dévienne infinie; la droite OÆ le fera aufh, & de- 
viendra-parallele à OB, puifqu'elle ne la rencontrera jamais; 
les arcs concentriques BG N, E M deviendront des droites 
parallelesentreelles, & perpendiculaires fur OP, OE": & alors 
la droite EM fera à l'arc AE :: KB. KW, parceque les 
droites infinies O Æ, OB ne différant entre elles que d’une 
Srandeur finie, doivent être regardées comme égales. 


GC:oR ON LALER Ed EE 


173. De ce que les angles MK O, EKO font égaux, 
il fait que les triangles MK G, E K B feront égaux & fem- 
blables ; & qu’ainfi les droites M G, Æ B font égales entre 
elles. D’où l’on voit * que pour mener d’un point donné M 
fur la roulette, la perpendiculaire A7 Gr, il n’y à qu'à dé- 
crire du centre O l'arc MF, & du centre M de l'intervalle 
E B un arc de cercle qui coupera la bafe 5 G N en un point 
G , par où & par Je point donné M l'on virera la perpen- 
diculaite requife. 
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174. Un point G étant donné fur la circonférence du de- 
mi-cercle mobile B GN; fi l’on veut trouver le point M de 
la roulette fur lequel tombe le point décrivant 4 lorfque 
le point donné G touche la bafe, il ne faut que prendre 
l'arc SN égal à l'arc BG, & ayant tiré ie rayon ÆS qui 
rencontre en Æ la circonférence AE Y, dédire du centre 
O l'arc E M. Car il eft évident que cet arc coupera la rou- 
lette au point cherché #7. 


PROPOS AT-ON: 2 lil 
Probléme. 


175. Soit une demi-roulerte AMD décrite par la révo- 
lution du demi-cercle BGN autour d’un arc égal BGN d’un 
autre cercle, enforte que les parties révolues BG, BG foient 
toujours égales entre elles ; fort le porn: décrivant M pris fur le 
diametre BN dehors, dedans , ou fur la circonference mobile 
BGN. On demande le point M de la plus grande largeur 
de la demi-roulette par rapport à fon axe OA. 


Suppofant que le point M foit celui qu’on cherche, il eft 
clair * que la tangente en 47 doit ètre parallele à l'axe O 4; 
& qu'ainfi la perpendiculaire MG à la roulette, doit être 
auf perpendiculaire fur l’axe qu'elle rencontre au point P. 
Cela pofé , fi lon mene OK par les centres des cercles gé- 
nérateuts, elle paflera par le point touchant G; & fi l'on 
tire XL perpendiculaire fur MG, on formera les angles 
égaux GXL, GOB; & partant Parc ZG qui eft le dou- 
ble de la mefure de l'angle GX Z fera à l'arc GB mefure 
de l'angle GOB, comme le diametre BN eft au rayon 
OB. D'où il fuit que pour déterminer fur le demi-cercle 
BGN le point G, où 1l touche Parc qui lui ferc de bafe 
lorfque le point décrivant A7 tombe fur celui de la plus 
grande largeur ; il faut couper le demi-cercle B G N en un 

oint G, enforte qu'ayant tiré par le point donné #7 la corde 


1G, Yarc ZG foit à l'arc BG en raifon donnée de BN à 


Frc.13 5.136. 


FAT AT: 
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OB. La queftion fe réduit donc à un problème de la géo- 
métrie cornmune qui fe peut toujours réfoudre géométri- 
quement lorfque la raifon donnée eft de nombre à nombre; 
mais avec le fecours des lignes dont l'équation eft plus ou 
moins elevée, felon que la raifon eft plus ou moins com- 
pofée. 
Si l’on fuppofe que le rayon OB devienne infini, comme 
il arrive lorfue la bafe BG N devient une ligne droite; il 
s'enfuit que l'arc Z G fera infiniment petit par rapport à l’arc 
G B., D'où l’on voit que la fécante MG devient alors la 
à tangente M T°, lorfque le point décrivant M tombe au-de- 
hors du cercle mobile ; & qu'il ne peut y avoir de point de 
plus grande largeur lorfqu'il tombe au-dedans. 

Lorfque le point 47 tombe fur la circonférence en W, il 
ne faut que divifer la demi-circonférence B G N en raifon 
donnée de BN à OB au point G. Car le point G ainfi 
trouvé fera celui où le cercle mobile B G N touche la bafe, 
lorfque le point décrivant tombe fur le point cherché. 


LEMME JL. 


Fic. 137. 176. En rout triangle BAC, dont les angles ABC, ACB; 
& CAD complément à deux droits de l’angle obtus BAC, 
font infiniment petrts ; je dis que ces angles ont même rapport 
entre eux que les côtés AC, AB, BC auxquels ils fon: op- 
poses. 


Car fi l’on circonfcrit un cercle autour du triangle BAC, 

les arcs AC, AB, B AC, qui mefurent les doubles de ces an- 

* 4rz 3. gles, feront infiniment peuts ; & ne différeront * point par 
conféquent de leurs cordes ou foutendantes. 

Si les côtés AC, AB, BC du triangle BAC, ne font pas 

infiniment petits, mais qu'ils aient une grandeur finie : 1l 

s'enfuit que le cercle circonfcrit doit être infiniment grand; 

puifque les arcs AC, AB, BAC, qui ont une grandeur 

finie , doivent être infiniment petits par rapport à ce cercle, 
étant les mefures d'angles infiniment petits. 
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Problême. 


177. Les mêmes chofes étant pofées , il faut déterminer Fic.13 5136. 


fur chaque perpendiculaire MG, Le point C où elle touche 
la développée de la roulette. Fe 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire #29 infiniment 
proche de MG, & qui la coupe par conféquent au point 
cherché €, on tirera la droite G 7723 & ayant pris fur la cir- 
conférence du cercle mobile le petit arc G g égal à l'arc Gg 
de limmobile, on menera les droites Mg, T9, Ke, Os. 
Cela pofé, fi l’on regarde les perits arcs Gg, G 9 comme 
de petites droites perpendiculaires fur les rayons À 9, Os; 
il eft clair que le petit arc G£ du cercle mobile tombant fur 
l'arc G9 de l’immobile, le point décrivant M tombera fur 
mr, enforte que le triangle GMg fe confondra avecle triangle 
Gmg. D'où lon voit que l'angle M Gm eft égal à l’angle 
gGeg—GKg+GOg; puifqu'ajoutant de part & d'autre 
les mêmes angles À G 9, O Gp, l’on en compofe deux droits. 

Or nommant les données OG, b; KG, a; GM ou 
Gm,m; GlouIg,n; l'on trouve 1°. OG.GK :: GKo. 
GOg. HOG(5).0G+GKouOK(6+a)::GK$. 


GKg +GOgouMGm—+ GKg..22X%1790.MI 
:: GMg.Mgl. Etlg+MlouMG(m).lg(n):: 
GG Me Meg lou GlIgou— GK. GM£g ou Gmg 





= —— GK g. 3°. * L’angle M Cmou M Gm — Gmp 


CSM CRD Ge (e GKe£):: Gm(m).GC 











b ! 
Le —;. Et par conféquent le rayon cherché AC 
, ____ 2amm+#+ibmm 
de la développée fera 


Si l’on fuppofe que le rayon O G (2) du cercle immobile 


* Art. 176. 


* Ibid. 








FIG. 135. 
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devienne infini, fa circonférence deviendra une ligne droite; 
& en effaçant les cermes 2 a71m, 2am, parcequ'ils font nuls 
pat rapport aux autres 2 bmm, 20m—bn, l'on aura MC 


2 I nt 


ee —— 


2 T1 =— JL 


É OR OLA RE: |: 





178. De%e que l'angle M Gm — = GK p,& de ce 


que les arcs des différents cercles font entre eux en raifon 
compofée des rayons & des angles qu'ils mefurent; il fuic 


que Go.Mm :: KGxGKg.MGx + G X g. Et par 


conféquent auflique X G x Mm— = MGXxGg;ou(ce qui 


eft la même chofe) que XGxMm.MGxGg£g::0K 
(a+6).O0G(6), qui eft une raifon conftante. D'où l’on 
voit que la dimenfion de la portion 4 M de la demi-rou- 
lette AMD, dépend de la fomme des MG x Gg dans l'arc 
G B ; & c'eft ce que M. Pa/fchala démontré à l'ésard des rou- 
lettes qui ont pour bafes des lignes droites. 

M. V’arignon eft tombé dans cette même propriété par 
une voie très différente de ceile-c1. 





GoO’'rRlO BL'ATER E: IT 


179. Lorfque le point décrivant Mf tombe hors de [a cit- 
conférence du cercle mobile, 1l arrive néceflairement l’un 
des trois cas fuivants. Car menant la tangente MT, le point 
touchant G tombera 1°. Sur l'arc Z°B, comme l’on a fuppofé 

: \ 2 amm = 2 bmm 
dansla figure en faifantle calcul; & alors MC (EST) 
furpaffera coujours AT G (m). 2°. Sur le point touchant T'; & 
: 2amm+2bmm ; 
lon aura pour lors MC (ire) — M", puifque Z G 


am+ zbm—bn 


(n) sévanouit. 3°. Sur l'arc 7° NW; & alors la valeur de G 7 
( x) devenant négative de pofitive qu’elle étoit, l’on aura 


| nm+ibmm ; 
MC = ——- ;: de forte que AZC fera moindre que 


zam+2ibm+bn 
M G 
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MG (m) & toujours poftif. D'où il eft évident que dans 
cous ces cas, la valeur du rayon A7 C de la développée eft 
toujours politive, 


GOROLTLATRE lIL 


180. Lorfque le point décrivant #7 tombe au-dedans de 
la circonférence: du cercle mobile, on a toujours MC — 
ES ENT EE RARE ; & 1l peut arriver que # 7 furpañle 2am 
+ 20m, & qu'ainfi la valeur du rayon AZC de la dévelop- 
pée foit négative : d'ou l’on voit que lorfqu'elle cefle d'é- 
tre poñtive | pour devenir négative, comme il arrive * lorf- 
que le point M1 devient un point d'inflexion , il faut nécef- 
fairemenc alors que #2 — 2 am + 2 bm; & partant que MI 


amm+bm 
SARA ere lene.? 


donnée X MT, c; l’on aura par la propriété du cercle MI x MG 
(EE) = BPM x MN(aa—cc), ce qui donne 


. Or fi l’on nomme la 


b—b ; MARS 
l'inconnue M G Cr) EE Re Donc fi l’on décrit 


du point donné M comme centre , & de l'intervalle M G 





/4a b — bec ; ; 
— V ————— un cercle ; 1l coupera le cercle mobile en 
2 a + b 


un point G, où 1! touchera le cercle immobile qui lui fert 
de bafe  lorfque le point décrivant M] rcombera fur le point 
d'inflexion F. 

Si l'on mene AZR perpendiculaire fur BW; 1! eft clair que 


cette M G (VE ARRETE =) fera moindre que MR (Vaa—cc), 


& qu’elle lui doit être.égale lorfque 2 devient infinie, c'eft- 
à-dire lorfque la bafe de la roulette devient une ligne droite. 
Il eft à remarquer, qu'afñin que le cercle décrit du rayon 


M G coupe le cercle mobile, il faut que M G furpafle MN, 


c'eft-à-dire que RL a Le LPEE furpañe a— c;&quainfi XM (c) 
Co 


Frc, 136: 
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a a Ts  \ 2 , »* ° . E 
furpañle =". D'ou il eft manifefte qu'afin qu'il y ait un point 
d'inflexion dans la roulette 4 MD, il faut que X M foit 
L : > 6 aa 
moindre que À V, & plus grande que =. 
LEeMME III. 


181. Sorent deux triangles ABb , CD d gux atent chacun 
un. de leurs côtés Bb, D d.zrfinrment petit par rapport aux au- 
tres : je dis que le triangle ABDb eff au triangle CDd er 
raifon compofee de langle BAD à l’angle DCd, & du 
quarré du côté AB ou Ab au quarré du côté CD ou Cd. 


Car fi l’on décrit des centres 4, C, & des intervalles 4B, 
CD , les arcs de cercles BE, DF; il eft clair * que les 
triangles ABB, CD d ne différeront point des feéteurs de 
cercles ABE, CDF. Donc &c. 

Si les côtés AB, CD font égaux, les triangles 4B, 
CD d feront entre eux comme leurs angles B 48, D Ca. 


PIRPOIPIO SITE L'OIN Ve 
Problème. 


182. Les mêmes chofes érant toujours pofées ; on demande 
la quadrature de l'efpace MGBAÀ, renfermée par les: per- 
pendiculaires MG, B À a la roulette, par l'arc GB, G par 
la porion AM de la demi-roulette AMD , en fuppofant la 
quadrature du cercle. 

L’angle GMg(= GKg) eft à l'angle MGm (= GKg) ; 
comme * le petit triangle M G g qui a pour bafe l'arc G 2 du 
cercle mobile, au petit triangle ou feéteur GMm; & par- 
tant le fecteur GMm==MGg x Een MG 


b 
se PET M G.g én nommant M7, p, & mettant pour x 


fa valeur p+r. Or* le petit triangle ou feûteur X G 2 
eft au petit triangle MGz en raifon compofée du quarré 
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dé K G au quarré de. MG, & de l'angle GX g à l'angle 
GMg; ceft-à-dire :: aax GKg.mmx— GX g; & par- 


: e m1 
tant le petit triangle A7 Gg—=—— KG 9. Mettant donc cette 
24ap + 


x : b 5 
valeur à la place du triangle A7 Gg dans EE M Gp,lon 





bare b = 
aura le fetteur G M m — re MGg+ ER G g. 


Mais à caufe du cercle, GMXMI(pm)—BMxMN 
(cc— aa), qui eft une quantité conftante, & qui demeure 
toujours la même en quelque endroit que fe trouve le point 
décrivant MT; & par conféquent GMm+MGooumGsp ; 
c'eft-à-dire le petit efpace de la roulette G M mg — 
2a+ 3 b 


GE ES —=© X Gg. Doncpuifque GMmg 
eft la différence de l’efpace de la roulette MGBA, & MGg 
celle de l'efpace circulaire M G B , renfermé par les droites 
MG, MB, & par l'arc G B,:8& que de plus!le petit feteur 
K Gg eft la différence du fetteur X G B ; il s'enfuit * que 


l’efpace de la roulette. MGB À = Ti M GB + 


b ” RTE È © 

SRE TT © X GB. Ce qu'il falloit trouver. 

Lorfque le pointdécrivant A7 tombe hors la circonférence 
B GN du cercle mobile, & que le point touchant G tombe 
{ur l'arc NT; 1l eft vifible * que les perpendiculaires MG, 
mg Sentrecoupent en un point C, & qu'on a pour lors 77 
—p—n, D'où il fuit.que le petic fe&eur GMm —:— 
or à 2ap-+2bp JE: La — 2b 


b 
aMPEOPP K Gy,en mettant comme auparavant pour le pe- 
a b o ? 
































ciccriangle M Gp fa valeur 27 À Gg ; 8 partant que GMm—- 
MGgoumGpg, ceftà-dire MOm—GCg= "À MG 


bxcc—aa 
car Re K G£, en mettant pour pm fa valeur cc— aa. 
aa b 4 


C ci) 
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* Art. 180. 
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Or fuppofant que TA foit la potion de la tangente TM 
du cercle mobile., lorfque fon point 7° touche la bafe au 
point 7';1left clair que MCn—GCo—=MGTH—mpT AH, 
c'eft-à-direla différence de l’efpace MGT A, & que MG eft 
celle de MGT, de même que À Gp cellede X GT.Donc* lef- 


pace MGTH= I EMGT+IHEEE K GT. 
Mais, comme l’on vient de prouver, l'efpace AT B A — 


b a+bxcc—aa 
= MTB + Te = KTB. Et partant on aura tou- 


jours & dans tous les cas l’efpace MGBA(MGTH+ATBP À) 
HOT -MGT ou MGB+ PE ERGTELTE 
ou À GB. 


Donc l'efpace entier D NB 4 renfermé parles deux perpen- 
diculaires à la roulette D N, BA ,par l'arc de cercle BGN, & 




















: b b x sa 
par lademiroulette AMD, = 1e 9 SAN SAR 


a ab 
KNGB; puifque le fecteur À G B & lefpace circulaire 
M GB deviennent chacun le demi-cercle X N GB, lorf- 
que le point touchant G& tombe au point W. R 

Lorfque le point décrivant Ÿf tombe au-dedans du cercle 
mobile , 11 faut mettre 4a— cc à la place de cc — aa dans 
les formules précédentes; parcequ'alors B M x MN—aa 
— cc. 

Si l'on fait c— a, l’on aura la quadrature des roulettes 
qui ont leur point décrivant fur la circonférence du cer- 
cle mobile; &:fr l’on fuppofe 4 infinie, Fon aura la quadraz 
ture de celles qui ont pour bafes des lignes droites. 


AUTRE SOLUTION. 


183. On décrit du rayon OD l'arc DV, & des diame- 
tres À”, BN les demi-cercles AE V7, BS N; & ayant dé- 
crit à difcrétion du centre © l'arc Æ M renfermé entre le 
demi-cercle ÀAE J” & la demi-roulette AMD , l'on mene 
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lappliquée Æ P. Il s'agit de trouver la quadrature de l’ef- 
pace À E M compris entreles arcs AÆ , E M, & la portion 
AM de la demi-roulette 4 M D. 

Pour cela, foit un autre arc em concentrique & infini- 
ment proche de £ M, une autre appliquée ep, une autre 
Oe qui rencontre l'arc M E prolongé ( s'il eft néceflaire ) au 
point Æ, Soient nommées les variables OE,7; WP ,u; 
l'arc AE, x; & comme auparavant les conftantes OB, b ; 


KBouXN,a; KV ou KA, c; l'on aura Fe—d7, Pp 
— du, OP=a+b—c+u,P Ê—cu—uu, Varc EM* * Art, 172, 


= +; & partant le retangle fait de l'arc Æ M par la pe- 


mass d 
rice droite Fe, c'eft-à-dire * le petit efpace E Mme, * 4e 2. 


Or à caufe du triangle re&angle OPE ; 77 —aa+2ab 
+ bb—12ac—1bc+cc+zau<+ibu, dont la diffé- 
rence donne 7 d7 — adu + b du. Mettant donc cette va- 


axzd7 
bc 





leur à la place de 7 d7 dans 


aaxdu+abx du 
EMme= ——— ° 


Maintenant fi l’on décrit la demi-roulette 4 AT par la 
révolution du demi-cercle À Æ J7 {ur la droite Ÿ°T perpen- 
diculaire à 77 4, & qu'on prolonge les appliquées PF’, pe 
jufqu'à ce qu’elles la rencontrent aux points À, k : il eft 
clair * que £ Hx Pp, c'eft-à-dire le petit efpace EF Hhe— * Yrr 172. 


> d bxd 
x du; & qu'ainfi £ Mme (<= TS : “).EHhe (xdu):: aa 


+ab.bc, qui eft une raifon conftante. Or puifque cela ar- 
rive toujours en quelque endroit que fe troûve l’arc Æ M il 
s'enfuit que la fomme de tous les petits efpaces E Mme, 
c'eft-à-dire l’efpace À E M, eft à la fomme de tous les petits 
efpaces Æ Hhe, c'eft-à-dire à l’efpace AE H ::aa+ab. 
bc. Mais l'on a* la quadrature de l’efpace AE H dépen- * 4rr. 99. 
damment de celle du cercle; & partant auf celle de l’ef- 


pace cherché 4 EM. 
Ceci fe peut aufli démontrer fans aucun calcul, comme 


, l'on aura le petit efpace 
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j'ai fait voir dans les Aes de Leypfc au mois d’Aoùût dé l'in: 
née 1695. 

On peut encore trouver la quadrature de l'efpace AE H 
fans avoir recours à l’article 99. Car fi l’on acheve les rec- 
tangles PO, pq, l'on aura Qagou HR.Ppou Rh::ÆP. 
P À ou A Q, puifque * la tangente en 77 eft parallele à la 
corde AE ; & partant FAO XOg—=EÆEPxPp;, ceft-à-dire 
que les petits efpaces A 0agh, E P pe font roujours égaux 
entre eux. D'où 1l fuit que l’efpace 4 F7 Q renfermé par les 
perpendiculaires AQ, O7, & par la portion AH de la 
demi-roulette AHT, eft égal à l’efpace 4 P E renfermé 
par les perpendiculaires AP, PE, &c par l'arc AE. L’ef- 
pace À EH fera donc égal au reétangle P Q moins le dou- 
ble de l’efpace circulaire À P F'; c’eft-à-dire au reétangle fait 
de PE par X À plus ou moins le rectangle fait de XP par 
l'arc ÂE', felon que le point P tombe au deflous ou au- 
deffus du centre; & par. conféquent l’efpace cherché AE M 


= PExK AL KPXAE, 
Co: ROLL AMMRSER 


184. Lorfque le point P tombe en À le rectangle X P 
x AE , s'évanouit, & le reétangle PE x K À devient égal 
au quarré de À À : d'où l’on voit que l’efpace 4 EM eft alors 
aac+abc 
ES B 
&z indépendamment de la quadrature du cercle. 


; & par conféquent il eft quarrable abfolument 


COR “OLL'ANTRE TE 


285. Si l’on ajoute à l’efpace AE M le fe@eur AKE, 
lefpace AK E M renfermé par les rayons AK, KE, par 
Varc E M, & par la portion À M de la demi-roulette AMD, 
fe trouve ( lorfque le point P tombe au-deflus du centre K ) 
des Le 5 1AQU — 2abu Ans PE x K À: &: 


2bc 
2aac + 2abc+ bcc 
244 + 2ab 





(ce qui rend nulle 


partant fi l’on prend WP (u) 
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bec + 2aac + 2abc— iaau — 1abu , à 
SR nm AE ), lon aura l’ef- 

aa+ab SIN . . 
pace AK EM — ee RES KA. D'où lon voit que fà 


uadrature eft encore indépendante de celle du cercle. 
Il eft vifible qu'entre tous les efpaces AE M& AKE M, 
il ne peut y avoir que les deux que l’on vient de marquer, 
dont la quadrature foit abfolue. 


{a valeur de 


AY E RIT-I.S.S EUM.E NT. 


Tout ce que lon vient de démontrer a P égard des roulet- 
ces extérieures fe doit auffi entendre des rniérieures , c’efta- 
dire de celles dont le cercle mobile roule au-dedans De l’immo- 
_ bile; en obfervant que les rayons KB a): KV (c) devien- 
nent négatifs de pofiuifs qu’ils étorent. C'éfr pourquor rl fau- 
dra changer dans les formules précédentes ; Les fignes des ter- 
7165 OU c fe rencontrent avec une dimenfion impaire. 


REMARQUE. 


186. Ïl y à certaines courbes qui patoiffent avoir un point 
d'inflexion , 8 qui cépendant n'en ont point; ce que je crois 
à propos d' expliquer par un exemple, car cela pourroit faire 
quelque difficulté. 

Soit la courbe géométrique W DN, dont la nature eft ex- 
primée par l’équationz; = === (4P=—x, PN—;), 

Vixx—aa 
dans laquelle 1l eft clair 1°. Que x étant égale à a; PN(7) 
s'évanouit. 2°, Que x furpaflant a, la valeur de 7 ef pof- 
tive; & qu'au contraire lorfqu'il ef moindre, ‘elle eft nésa- 


tive. 32. Que lorfquex=— = aa, la valeur de P N eftinf- 
nie. D'où l'on voit que la courbe VD N pañle de part & 


d'autre de fon axe en le coupant en un point D tel que 


AD — a; & qu'elle a pour afymptote la perpendiculaire BG 
menée par le point B tel que À B— V— a a. 


Si lon décrit à préfent une autre courbe £ D F', enforte 


Fic. 141. 








* Art. 78. 


ATOS: 


Fc. 142. 


Fig. 143. 
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qu'ayant mené à difcrétion la perpendiculaire MP N, le 
rectangle fait de l'appliquée P M7 par la conftante AD, foit 
toujours égal à l’efpace correfpondant D_P N ; 1l eft vifible 
qu'en nommant P M, y; & prenant les différences, lon 


aura AD x Rm(ady)=N Ppr ouWPxPp (EST & 


partant Rm(dy).Pp ou RM (dx):: PN.AD. D'oùil 
fuit que la courbe E D F touche lafymptore BG prolon- 
gée de l'autre côté de B en un point £, & l'axe 4 P au 
point D; & qu’ainf elle doit avoir un point d'inflexion en 





x 5 
D. Cependant on trouve *——— pour la valeur du rayon 
24a4u4 
de fa développée , laquelle eft toujours négative , & devient 
\ I . : à . 
égale à ——a lorfque le point M tombe en D : d'où l’on doit 


conclure * que la courbe qui pafle par tous les points MT eft 
coujours convexe vers l'axe 4 P, & qu’elle n’a point de point 
d'inflexion en D, Comment de accorder tout cela? En 
voici le dénouement. 


Si l'on prend P M du mème côté que P N, on formera 
une autre courbe G D A qui fera toute pareille aÆ£ DPF, & 
qui en doit faire partie, puifque fa génération eft la même, 
Cela étant ainf, l’on doit penfer que les parties qui compo- 
fent la courbe entiere ne font pas Æ D F', G D H comme l’on 
s'étoit imaginé, mais bien E DA, G DF qui fe couchent 
au point D ; car tout s'accorde parfaitement dans cette der- 
niere fuppolñition. Ceci fe confirme encore par cet exemple. 


Soit la courbe DAT G,, qui ait pour équation MR #STE 
aax x — b+ (AP—=x3, PM=y ). I] fuit de certe équation 
que la courbe entiere a deux parties E DH, GDF oppo- 


fées l’une à l’autre comme l'hyperbole ordinaire, enforte que 








a — 





leur diflance DD ou 2 4 D — pps Vaio 
Si l’on fuppofe que 2 s’évanouiffe , la diftance DD s'éva- 
nouira aufli; & partant les deux parties EDIT; GDF 
roucheront au point D : de forte qu’on pourroit penféer à 
préfent 
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préfent que cette courbe a un point d'inflexion ou de re- 
brouflement én D, felon qu'on imagineroit que fes parties 
feroient EDF, GDHouE DG,HDF. Mais l’on fe dé- 
tromperoit aifément , en cherchant le rayon de la dévelop- 
pée ; car l’on trouveroit qu'il feroit toujours pofitif, & qu'il 
. . \ I . 

deviendroit égal à — a dans le point D. 

On peut remarquer en paflanc, que la quadrature de l’ef- 


pace D P N dépend de celle dé l'hyperbole : ou ( ce qui re- 


vient au même) de la rectification de la parabole, 
NOTE VIlL 


1. Soit une ligne courbe 4 MZ & deux ordonnées WP, NQ per- 
pendiculaires à l’axe 24 C ; on tirera une corde MN, & on conftruira 
un rectangle BA P L qui ait 4P pour bafe, & dont la hauteur 4 B 
foit conftante & prife pour l'unité. Nous avons démontré (Note 1, n° 6.) 
que l’efpace M PQ N, terminé par l'arc MN, eft la différence de 
l’efpace 4 P M: or le rapport du trapeze M P Q N au rectangle LPQOK, 
différence du reétangle B 4 P L, approchera d'autant plus du rappott 
de lefpace M P Q N, différence de lefpace 4 P M ; au même rectangle 
LPQK, que le point N fera plus près du point M; donc ces deux 
rapports ne feront qu'une feuie & même chofe lorfque le point N tom- 


: : “YU, \2Y A 
bera fur le point A. Mais le trapeze eft égal à bn 4 





AZ 35 & le IEC 
Z 


‘A | 
tangle à 1.Ax3; on a donc y +- —— pour le rapport entre ces deux 
Z 
quantités, & y pour ce que devient ce rapport lorfque la différence 4 y 


v , dE 
devient nulle. Donc,'en nommant £ l’efpace 4 P M, on aura Te =Y 
X 


& dE —7dx3; & il ne s'agira plus que de trouver la valeur de y.en 
x , au moyen de l’équation de la courbe. 

Il n’y a de feétion conique qui foit quarrable, c’eft-à-dire où le rap- 
port entre l’efpace E & une des co-ordonnées puifle être donné par une 


équation algébrique , que Ja parabole dont l'équation eft y* — x x. On 
FRE ets 
a alors dE —a* x" dx", & pourintégrale complétte £=+<4a"x"#c. 


Dans les applications particulieres , on déterminera la conftante arbi- 


D d 


Frc. 141. 


Frc.6, pl. À. 
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traire en cherchant quelle eft la valeur de x qui doit rendre E nul. Si 
1 î 


C'eftx— bp, oh aurac—— ab &E—-a 


3 3 


re Jen 


) 


1 
z 


I 3 

c'etx—o,on aura c— 0 & E—2a" x", OUE = SX Ye 

Soit un demi-cercle & une demi-ellipfe decrits fur l’axe 4 ; je nomme 
b l’autre axe de l’ellipfe , y l’ordonnée de cette courbe & y’ l’ordonnée 
du cercle qui répondent à la même abcifle x, Æ l’efpace elliptique & E’ 
l’efpace circulaire correfpondant ; on aura y: :: b:.a, & par confé- 
quent E : E’::b:a. Ainfi la quadrature de l’ellipfe dépend de celle du 
cercle qui elle-même dépend de la rectification de la circonférence. 

L’hyperbole équilatere , rapportée aux afymptotes, en prenant la pre- 


miere abciffe pour l’unité , a pour équation x y == 1. Ona donc dE — 
d x 


ut d’où l’on tire en général E == Log, x + log. c; car log. c peut re- 
préfenter une conftante quelconque, ou £ — Log. c x. On voit mainte- 
nant pour quelle raifon on a donné le nom de logarithmes hyperboliques 
aux logarithmes dont on fait ufage dans le calcul différentiel & le calcul 
intégral. 


dx i 3 
De dy SE, on tire y —= log. (1+x), fix —0o doitrendre y 


= I 
nul ; mais RE = 1— x + x — x + EC. ; donc log. (1+x)— 
wS x Ke : À ; 
x — + — — — + &c. On démontrera de la même maniere que 
2 3 4 
2: x ? x + 
Log. (1— x) = x — — 2 — — ic. donc log. (1+x) — 
L L'ACCOTOE TA ? 


1+ x x? x? x? UE 
log. (1 —x) où log. —— —2(x+ —+ —+— + &c.), fuite 
Go ze 7 5 $ 7 
qui fera très convergente lorfqu’on prendra pour x une fraction moindre 
que lunité, & qui fervira à rrouver le logarithme hyperbolique d’un 
nombre quelconque d’une maniere très approchée. 
L’hyperbole confidérée par rapport à {es axes, a pour équation y* — 


b ? b di ms 1 
—(ax+ xt); on a donc dans ce cas dE — dx Vax+r, Mais 
[14 [4 


—— 


axdx+x dx “dx 


MTS 2 a 
la diffcrentielle de HCTREV AX x — —— + = 
4 | Vax + x? 8Vax+ x 











. © 


? 
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ax dx+x'd x 2x a 
dONC ——— où 7 x V AXHX — 1. Va LEE KT — 
Va x + x° 4 
a dx à ; Le : 
———— Tout fe réduit donc à intégrer ————. Pour cela je fais 
8Vax+ x! | Va x +x" 
à MERS ER ect a — 2474 
aAX+x x x, d’où je tire x — ———ù ÂX—= LT 
4 ] 2 z 12 
4 — I CRÉAS) 
dx — 247 d? d 7 ! he 
= = — — — ———, quia pour intégrale com- 
Var Ex Li: ZA 7 —'1 
(> ET) c(Vax+r tx 
plette og. Lpe à s OUx/02e = ee, Donc £ — 
ar 1 VOTE + 
b 2x +a TE a * cit Vax+x +x) 
sh Varie log © | jou c eft la 
4 4 8 Vax+x —x 


conftante arbitraire ajoutée en intégrant, 


2. Si l'on nomme s l'arc 4 M, on aura (Note 2, n°0.1) ds — 


Vdx + dy°, formule pour rectiñér. les lignes courbes. Soit cette ligne 
courbe une parabole qui ait pour équation y* — 4x ; à caufe de dy — 


adx LIN AC ele ET MIS din Due ; 
, On aura ds — -————.51)} avois éliminé X; ] AUTOIS (TOUVE 


Z a À 2 X 








—— 


LV NET PCT Pa ren 3 GAY FEV 
ds —= YY d' + AY. Je remarque que d Va AY = ee 
a V a’ —+- 4Y° 


2 











k 27 ? d To 
d'où je tire = AR PE OU dyV « + 4 —= 
V a: —— 4 Y” 


d.yVa +4y 


bi] 4 





a dy 





On intéoreroit le fecond terme du fecond membre 





2 Va + 4ÿ° 





d x 





TRRAY ant 


comme dans l'exemple précédent; mais ( Note 2, n°.4) = 
| ne 








5 S FN LORIE de : d 
pour intégrale log. (xV a+ x*).il eft clair que Je ÿ Mt es 
Va +4 y 








log.(27 Va + 43) Dos Er Te — log, (2 y + 


J 
e 2 4 





Va + 4ÿ°)—+ c Si au lieu de la conftante arbitraire c, j'eufle pris 
D di 
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a ’ Ê 1 . . . < Ü 
— — log. c;-ce qui métoit bien permis, j’aurois trouvé 
4 








VV F4T 2 ÿ + Va’ +4 
Au log. 
24 4 c 
la parabole dépend de la quadrature de l’hyperbole ou des logarithmes. 


1I—Y 
eft la différentielle de l'arc qui a pour finus y ; donc en nommant s cet 


dy 
alC, ON aura $s — mie . Mais 


Ss —=* . Donc la rectification de 

















Le rayon des tables étant pris pour l'unité, 








Jese 
& T- + EC < 34 SU 7 Ye 
nero ete nes Un TT + &c.; on a donc 

















21] Z . 4 Z2.:4,.6 ZLe4. 
3 12.134? 14e. 166 7 #2 227 
FE) | TZ. 455 2.4.6:7 Rs LE + &e., 

fiy — o doit donner s — 0: Pour trouver l'arc de 30°, on fera 

Vo à & on aura pour la valeur de cet arc 

3 1.3.5 T,3.$.7 

E-. % vA4zeS Lio At 67 en ns D 
férie Ne convergente , & dont la fomme des dix premiers ter- 
mes — 0,52359877. En multipliant ce nombre par 12: on trouve 
la circonférence — 6,28318$24; expreflion qui ne s'éloigne de la vraie 


qu'à la feprieme décimale. 


d 
3. De la formule F— y + 7 E + &c., démontrée { Note 3, 





n°, 2 ) il fuit que fi on nomme X la valeur de y qui répond à x=—o; 





d d? 
& A,B,,C; D,E, &c. ce que deviennent les quantités 7, a SEE 
X x * 


d’y.d*ty d’ 
FR GEY 7 , &c., 


lorfau’on fait x— 0 & y —= X, on doit avoir 
dx dx? dx q Y - 


LE Ce D x + 1 Digg 3e 
y=K+Art+ + D RDRETENT D So LOC 
3 2.304 2-3. 4.$S 


A ‘ f « 
Nous ferons ufage 2 ce théorème pour développer {7. x — y. "A 











caufe que x — o doit donner y —0o, on a XÀ—o; on trouvera en- 
ft TEEN, PO, = Do Er etc d’où l'on 
x? CT CHU 
2.3 4 3.4.$:6:7 
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développera de la même maniere cof..x == y. Alors x — o donne 
YÆrjoôona donc K==" rs A OR E TRECCD = NE, 
xt x" 
E — 0, &c, &c.; d'où l’on tire cof x = 1 — — + —— — 
2 2: 31.14 
x 


__— + &c. Mais comme il fufhit de connoîïtre les finus & co: 
2.3.4%$.6 
finus des angles jufqu’à 45°; x ne fera jamais plus grand que la huitieme 





partie de la circonférence , & :par conféquenv la valeur numérique de 
cet arc fera toujours moindre que l’uruté. D'où 1l fuit que les deux féries 
qui font les valeurs de 7: x & de cofi x ;:ne pourront jamais être que très 
convergentes ; nous avons prouvé la même chofe de la ferie qui fert à 
trouver le logarithme hyperbolique d’un nombre quelconque, Nous fe- 
rons à, ce. fujet une remarque importante ; c’eft que, tout problème 
qui n’eft fufceptible que d’approximation , & qu’on peut faire dépendre 
des logarithmes ou des arcs de cercle, eft réfolu.de façon a ne rien|ilaiffer 
à defirer ; car non feulement l’approximation eft très confidérable, mais 
elle fe trouve toute calculée par les tables de logarithmes & de finus qu’on 
a entre les mains. 

4. Reprenons la ligne courbe 4 MZ , & fuppofons que toute la figure 
fafle une révolution entiere fur l’axe 4 C. Nous nommerons $ la furface 
décrite par l’arc 4 M (s); laquelle furface à pour différence la zone dé- 
crite par l’arc MN. Mais la furface décrite par la corde M N étant égale à 








T(27+ay) Vas ay, & celle décrite par la ligne LA égale à 





2Y—+A A y° 
rAx;0na pour le rapport entre ces deux furfaces +. + À 


d y ? Fe À 
& y 1 Te pour ce qu'il devient lorfque les différences À x & 
A y deviennent nulles : & comme ce même rapport approchera d'autant 


RE Eee nn RARE ER Re sen 
pius a etre c2a ET A TUUE € point Era plus pres u point 1,1 sen: 





d S Ÿ d y” ; 
fuit que ne on ë +; où que dS—7y ds, c'eft la for- 
mule dont on fait ufage pour trouver la furface de tout folide de révo- 
lution. 


Frc.6, pl. A. 
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Pour trouver la furface d’un paraboloïde dont le parametre = 7, on a 





d ei 
(n°.2) dS ere V4ax+a, dont l'intéprale complette eft S — 








3 
ha WAaCRÉtS = > 
ur (4ax a) ic; & fi l'on veut cette furface à compter du 
L elle eft égale à -? de Lee 34 
ommet. À, on trouvera qu'elle eft égale à (4ax + à) — = 


s: Nommons > le folide engendré par l’efpace 4 P M dans fa révo- 
lution fur l'axe 4 C; lequel à pour'différence le fohde engendré par l’ef- 
pace M P Q:N terminé:par l'arc M N.: Céla pofeé, le cône tronqué en- 
M cap pay 
3 Z 


Ates, 





gendré par le trapeze M P Q N'eft coal a 


- . / \ A 
& le cylindre engendré par le rectangle Z P QK égal a LP ; on a donc 
Zz 


: ? Ay+ A y* 
pour le rapport'entre ces deux folides DE EI S ; &y* pour 


ce qu'il devient lorfque les différences À x & A y deviennent nulles, Mais 





ce même rapport approchera d'autant plus d’être égal à que le 


H 
ES 
z 
s \ . dE = +3 A , . 
point N fera plus près du point M; donc ——=— 7", d'où l’on tire 7x 
—d x 
Zz 


= . ep ‘ nl 
— —y*dx, formule propre à trouver la folidité de tout folide de ré- 
2 


volution. 
Si le folide:a été formé par la révolution d’un efpace elliptique ou 


z 


. , b 
hyperbolique autour de l'axe 4; à caufe de y: _— (ax ZE x"), on a 


Z b° 221 9% a b En 
ds=—(axdx Ex dx), &z———(3ax Fax) +c 
2 4 


[24 





ee 


Généralement tous les problèmes relauifs à [à quadrature & la reifi- 
cation des lignes courbes, à la mefure des furfaces & des folidités des 
folides de révolution, lorfque la nature de la courbe eft telle qu’on peut 
avoir l’une des co-ordonnées en fonction de l’autre , fe réduifent à l’inté- 
gration d'une formule différentielle X 4x, dans laquelle x eft une fonc- 
tion quelconque de la feule variable x & de conftantes. Cette intégration 
eft la premiere chofe dont on s'occupe dans le calcul intégral. 
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6. Nous avons eu pour objet principal , dans les applications que nous 
avons faites du calcul différentiel , de déterminer les propriétés de lignes 
courbes dont on connoifloit la nature. Réciproquement on pourroit de- 
mander de trouver l’équation d’une ligne courbe dont on auroït une des 
propriétés ; comme, par exemple, de déterminer la nature de la courbe 
qui a fes fous-tangentes égales entre elles. Certe propriété s'exprime en 


Æ dx * e : ; ‘ 
écrivant —= conftante , & tout eft réduit à l’intégration de l'équation 
y 


pee S - x ad 
différentielle y d x — ad y, qui devient dx DRELEN , & donne x — 
4 


(À e 

a log, y + log. b, ou x — Log. by +: Nous avons réfolu une queftion 
femblable dans une addition à l’article 42. Mais comme nous ne devons 
1 >" . ! . > . 
pas nous éloigner de ce qui eft abfolument néceflaire pour Ï intelligence 
de notre Auteur , nous nous contenterons de faire remarquer qu’il fera 
toujours facile de mettre-en équation tous les problèmes de ce genre ; & 
pour lintéoration des équations différentielles , nous renverrons aux 
Traités de calcul intéoral. 








Fr, 144. 


145. 
146, 
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ÉPCPD LOU 


Nouvelle maniere de [e fervir du calcul des différen - 
| / / Se > \ ? / % 
ces dans. les. courbes géométriques d'ou l'on déduit 


la Méthode de MM. Defcartes 6 Hudde. 


DD RSR NOT ÉLel O Ni 1. 


r une ligne courbe 4 D B telle que les paralleles 
KM.N à fon. diametre. AB , la:rencontrent en deux points 
M, N ; & foit entendue la partie inrerceptée MN ou P Q 
devenir infiniment.perite. Elle fera nommée alors la Drffé- 


rence de la coupée À P, ou Æ WT. 
C'OoR OL T'ALRE EE 


187. Lorfque la partie MN ou P Q devient, infiniment 
petite ; il eft clair que les coupées 4P, 4Q, deviennent 
égales chacune à 4Æ, & que les points M, N fe reunif- 
fent en un point D : enforte que l’appliquée Æ D eff la plus 
grande ou la moindre de toutes fes femblables PM, NO. 


CoroLf.aaÿr E. I I. 


188. Il eft clair qu'entre toutes les coupées 4 P, il n'ya 
que AE qui ait une différence; parcequ'il n’y a qu’en ce 
cas où PQ devienne infiniment petite. 


CoROTEATITRE. ÉTT 


189. Si l'on nomme lesindéterminées 4 P ou KM, x: 
PM ou AK, y; il eft évident que ÀÂX (y) demeurant la 
même , il doit y avoir deux valeurs différentes de x, favoir 
KM,KNou AP,A4Q. C'eft pourquoi il faut que l’équa- 
tion qui exprime la nature de la courbe À D B foit délivrée 
d’incommenfurables , afin que la même inconnue x qui en 
marque les racines ( car on regarde y comme connue) puifle 
avoir différentes valeurs, Ce qu'il faut obferver dans la fuite. 

PROPOSITION 
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P:rR‘oP'oS TT ONEAT: 
Problème. 


190. La nature de la courbe géometrique ADB étant don- 
née; déterminer la plus grande ou la moindre de [es appli- 


quées ED. 


Si l’on prend la différence de l'équation qui exprime la 
nature de la courbe, en traitant y comme conftante, & x 
comme variable ; 1l eft clair * qu'on formera une nouvelle 
équation qui aura pour une de fes racines x, une valeur 
AE , telle que l’appliquée Æ°D fera la plus grande ou la 
moindre de toutes fes femblables. 

Soit, par exemple, x + yÿi=—axy, dont la différence, 
en traitant x comme variable , & y comme conftante, donne 


x x rss à 
3xxdxraydx; & partant y =, Si l'on fubftitue 


a 


cette valeur à la place de y dans l’équation à la courbe 
x + y3 —= axy; l'on aura pour x une valeur AE — 


—- a V 2, telle que lappliquée Æ D fera la plus grande 


de toutes fes femblables, de même qu'on l’a déja trouvé 
ait. 48. 

Il eft évident que l’on détermine de même non feulement 
les points D, lorfque les appliquées Æ£ D font perpendicu- 
laires ou tangentes de la courbe AD B; mais aufli lorf 
qu'elles font obliques fur la courbe, c’eft-à-dire lorfque les 
points D font des points de rebrouflement de la premiere 
ou feconde forte. D'où l’on voit que cette nouvelle maniere 
de confidérer les différences dans les courbes géométriques 
eft plus fimple & moins embarraflante en quelques rencon- 
tres, que la* premiere. 


REMARQUE. 
191. On peut remarquer dans les courbes rebroufantes, 
que les P M paralleles à À X°, les rencontrent en deux points 


M, O, de même que les X M paralleles à AP, font en 
LAe 


* Art. 181. 


SELS 


Fic. 146. 
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M, N: de forte que 4 P (x) demeurant la même, y a deux 
différentes valeurs P M, P O. C’eft pourquoi l’on peut trai- 
er x comme conftante , & y comme variable, en prenant 
la différence de l'équation qui exprime la nature de cetre 
courbe. D'ou l’on voit que fi l’on traite x 8 y comme va- 
riables , en prenant cette différence, il faudra que tous les 
termes qui multiplient dx d’une part, & rous ceux qui mul- 
tiplient dy d'une autre part, foient égaux à zéro. Maïs il 
faut bien prendre garde que dx & dy marquent ici les dif- 
férences de deux appliquées qui partent d’un même point, 
& non pas (comme ci-devant Set. 3.) la différence de deux 
appliquées infiniment proches. 


CO LOLIATRE. 


192. Si après avoir ordonné l'équation qui exprime la na- 
ture de la courbe dans laquelle 1l n’y a que l’inconnue x de 
variable , l'on en prend la différence; il eft clair 1°. Qu'on 
né fait autre chofe que de multiplier chaque terme par l’ex- 
pofant de la puiflance de x 8 par la différence dx, & le 
divifer enfuite par x. 2°. Que cette divifion par x, aufi- 
bien que la multiplication par dx, peut être négligée, par- 
cequ’elle eft la même dans tous les termes. 3°. Que les ex- 
pofants des puiflances de x font une progreflion arichméti- 
que, dont le premier terme eft l’expofant de fa plus grande 
puiffance , & le dernier eft zéro ; car on fuppofe qu'on ait 
marqué par une étoile les rermes qui peuvent manquer dans 
l'équation. 

Soit, par exemple, x°*— ayx+ 0. Si l'on multi 
plie chaque terme par ceux de la progreflion arithmétique 3, 
2,1,0; l’on formera l'équation nouvelle 3xi—ayx—o. 


La X Es ay x ne = {4} 
3 Z , Y , | O. 
DES vo LS S 
QE 2. ie 3 XX 1 A , ç À ; 
D'où l'on tire y— ——, de même que l'on auroit trouvé en 


prenant la différence à la maniere accoutumée. 
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Cela fuppofé , je dis qu’au lieu de la progreffion arithméti- 
que 3,2,1,0, l’on peut fe férvir de celle autre progreflion 
arithinétique aù on voudra :m+3,Mm+2,m+I,Mm+#HO, 
ou 77 (l’on défigne par #7 un nombre quelconque entier, ou 
rompu, Éare ou RS . mulcipliant x5 * — ayx + 


V—0 par x ,lonaurax °*, &c; —0, dont les termes 
doivent être multipliés par ceux 23 la progrellion m+3, 
m+2,m+1, 7m» chacun par fon correfpondant pour en avoir 
la di Fee 


M + 3 *k M = 1 ER 1 | 

", — 4 y X SN RE 
MS Tete LS LM pt LÉ 72. 

Ér: M3 k "1 TASER #1 m1 RSS ns 

n+3Xx — NH 14ayX Fadre = 0. 
Gants RH IAYE my" ip 


& en divifant par x, il viendra + 3x —_ m+iayx + my} 
— 0 , comme l'on tr: trouvé d'abord en multipliant fim- 
plement l'égalité propofée par la progreflion 7 +3,72, 
JS 711 


Sim—— 3 , la progreflion ferao,—1,—2,—3;& lé- 
quation fera 24yx — 3ÿ— 0. Sim——1, Es progreflion 
fera 2, 1,0, 1; & l'équation 2% pi 0. 

On peut changer de fignes tous les termes de la progref: 


fion, c’eft-a-dire qu'au lieu deo,—1,—12,—3,8&2,1,0;, 
1 , l'on peut prendre o, 1,2,3,&—2,—1,0,1;par- 
cequ on ne fait par-là que changer de fignes tous lès termes 
de la nouvelle équation qui doirétre évalée à à zéro. Et en 
effet , au lieu de 2ayx 30, 2% —yÿi— 0, l'on au- 
roit — 24yX +3Y—0,—2Xx + yi—0o; ce qui eft la 

même chofe. 
Or il eft vifible que ce que l’on vient de démontrer à Pé= 
gard de cet exempl CET appliquera de la même maniere à tous 
les autres. D'où il fait que fi après avoir ordonné une équa- 
tion qui doit avoit deux racines égales entre elles, l’on en 
multiplie les termes par ceux d’une progreflion Avithmetis 
que arbitraire , l'on formera une nouvelle équation qui ren- 

Een 














Frc, 147. 
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fermera entre fes racines une des deux égales de la premiere. 
Par la même raifon, fi cette nouvelle équation doit avoir en- 
core deux racines égales, & qu’on la multiplie par une progref- 
fion arithmétique, l’on en formera une troifieme qui aura 
entre fes racines une des deux égales de la feconde ; & ainfi 
de fuite. De forte que fi l’on multiplie une équation qui doit 
avoir trois racines égales, par le produit de deux progreflions 
arithmétiques, lon en formera une nouvelle qui aura entre 
{és racines une des trois égales de la prerniere; & de même 
fi l'équation doit avoir quatre racines égales, 1l la faudra mul- 
tiplier par le produit de trois progreflions arithmétiques; fi 
cinq, par le produit de quatre, &c. 

C'eft.là précifément en quoi confifte la Méthode de M. 
Hudde. | 


PiR'o'r'OS1 Tr ON AE: 
Problème. 


193. Dur point donne T fur le diametre AB, ou du pointe 


donné H fur AH parallele aux appliquées ; mener la tan- 
gente TH M. 


Ayant mené par le point touchant M7 l’appliquée MP, 
& nommé AT ,s; AH, t: ; dont l’une ou l’autre eft don- 
née; &.les inconnues AP ,x; PM, y ; les triangles fem- 
blables T4A, TPM donneront y=— _—— x — + — ; 
8& mettant ces.valeurs à la place de y ou de x dans l'équation 
donnée , qui exprime la nature de la courbe AMD, lon en 
formera une nouvelle dans laquelle y ou x ne fe rencon- 
treta plus. 

Si l’on mene à préfent une ligne droite 7 D qui coupe 
la droite 4 H en G-& la courbe 4 MD en deux points W, 
D, defquels l’on abbaife les appliquées VO, DB ; il eft 
évident que s exprimant 4 G dans l'équation précédente , x 
ou y aura deux valeurs 40, 4B, ou NO, DB, lefquelles 
deviennentégalesentreelles, favoir àlacherchée 4P ou PM 


lorfque “exprime 4 Æ, c'eft-à-dire lorfque la fécante TD N 
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devient la tangente 7°. D'ou il fuit que cette équation doit 
avoir deux racines égales. C’eft pourquoi on la multipliera 
par une progreflion arithmétique arbitraire ; ce que l’on réi- 
térera, s'il eft néceflaire , en multipliant de nouveau cette 
même équation parune autre progreflion arithmétique quel- 
conque , afin que par la comparaifon des équations qui en 
réfultent, l'on en puifle trouver une qui ne renferme que 
linconnue x ou y, avec la. donnée s ou z. L'exemple qui 
fuit, éclaircira fuffifamment cette Méthode, 


ÉSCE NM PT E: 


194. Soit ax—y7y l’équation qui exprime la nature de 


: \ —— sf 
la courbe AM D. Si l’on metà la place de x {a valeur 7 — ; 


l’on aura zyy, &c. qui doit avoir deux racines égales. 


lYY —asy +ast—0o. 
I, Of ES A 





AS sk: 
LV Y asSt —0. 


C'eft pourquoi multipliant par ordre ces termes par ceux de 
la progreflion arithmétique 1,0,— 1, l’on trouvera as — 
Jy—=ax; 8 partant AP(x)=—=5s. D'ou l'on voit qu'en pre- 
nant AP— AT ; &. menant l’appliquée PM, la ligne 
T M fera tangente en M. Mais fi au lieu de AT (5), c’eft 
AH (+) qui eft donnée; l’on mulripliera la même équation 
177, Sec. par cette autre progrefhion o , 1,2, & l’on aura la 
cherchée PM (y)=— 22. 


. A . 
On auroit trouvé la même conftruétion en mettant pour 





t+tx 





| : RE 
y fa valeur - dans ax — yy. Car il vient sx x, &c. 


S 


dontlestermes multipliés par 1,0,—1,donnentxx=—55; 
& par conféquent AP (x) —s. 


G'OR°O-LPATRE: 


195. Si l'on eut à préfent que le point touchant M foit 
donné, & qu'il faille trouver le point 7'ou Æ, dans lequel 
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la tangente M F rencontre le diametre 4 B ou la parallele 
AH aux appliquées ; il n’y a qu’à regarder dans la derniere 
équation, qui exprime la valeur de l’inconnue x ou y par rap- 
port à la donnée s ou +, cette derniere comme l’inconnue, 
& x ou y comme connue. 


P'R:O'r:0! STONE IL 


Problême. 


196. La nature de la courbe géométrique AFD étant donnée; 
déterminer fon point d’inflexion F. 

Ayant mené par le point cherché F Pappliquée FE avec 
la tangente F Z, par le point 4 (origine des x) la parallele 
A K aux appliquées, & nommé lesinconnues Z A,s5; AK ,r; 


AE ,x;ÆEF, y; les triangles femblables ZAK, LE F don- 
St+ttx 


$ 
\ 


mettant ces valeurs à la place de y ou x dans l’équarion à 
la courbe, l’on en formera une nouvelle dans laquelle y ou 
x ne fe rencontrera plus, de même que dans la propofi- 
tion précédente. 

Si l’on mene à préfent une ligne droite 7 D qui coupe 
la droite 4 X en À, qui touche la courbe AF D en M, & 
la coupe en D, d'ou l’on abaïffe les appliquées MP, DB : 
il eft évident 1°. Que s exprimant AT ; &r:, AH ; léqua- 
tion que l’on vient de trouver, doit avoir deux racines éga- 
les, favoir * chacune à 4 P ou à P M felon qu’on a fait éva- 
nouir y ou x, & une autre 4B ou B D. 2°. Que s exprimant 
AZ; & rt, AK; le point touchant M fe réunit avec le point 
d’interfe&tion D dans le point cherché F': puifque * la tan- 
sente Z F'doit toucher & couper la courbe dans le point d’in- 
flexion F; & qu'ainf les valéurs 4P, AB de x ou PM, 
B D de y deviennent égales entre elles, favoir l'une & l’au- 
tre à la cherchée 4Æ ou EF. D'où il fuit que cette équa- 
tion doit avoir trois racines égales. C’eft pourquoi on la mul- 
tipliera par le produit de deux progreflions arithmétiques ar- 
bitraires ; ce que l’on réitérera, s’il eft néceflaire, en la mul- 


Cr NT 


neront encore y — BéE ; de forte que 
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tipliant de même par un autre produit de deux progrefions 
arithmétiques quelconques, afin que par la comparaifon des 
équations qui en réfultent, l’on puifle faire évanouir les in- 


connues s & £. 
É RE M AL 


197. Soit ayy vi + aax l'équation qui exprime la 
nature de la courbe 4 FD. Si l'on mer à la place de x fa va. 
5 É E) LA 


4 £ Er . 2 
leur -—— on formera l'équation sy —51yy—atyy, &c. 


SV —S!IYy +aasy —aast — 0. 


— at 
F;, 0, — 1, — 2, 
3e 2 1 0. 
35ÿ “ % —aasy Le ==" 0, 


qui étant multipliée par 3,0,— 1,0, produit des deux pro- 
sreflions arithmétiques 1,0,—1,—2,&3,2,1,0,don- 


I ! , \ 
ne yy — 44; 8: mettant cette valeur dans l'équation à 


, Y I . 
la courbe, l’on trouve l’inconnue AE (x) — —a. Ce qui 
revient à l’art 68. 

AU TIR-E !/S O'L-U-T-I ON: 


398. On peur encore réfoudre ce Problème en remar- Fic. 149. 
quant que du même point Z ou À on ne peut mener qu’une 15°. 
feule tangente Z Fou À F ; parcequ’elle touche en dehors la 
partie concave AF, & en dedans le convexe FD ; au lieu que 
detoutautre point Z'ou 77, pris fur AZ ou AK entre 4 & Zou 
À & K, lon peut mener deux tangentes 7 M, TD ou 
HM, HD, l'une de la partie concave & l’autre de la con- 
vexe : de forte qu'on peut confidérer le point d’inflexion F 
comme Îa réunion des deux points touchants M7 & D. Si 
donc l’on fuppofe que AT (5) ou AH (:) foit donnée, & 


? .r" ‘ ° 2 ol e a \ . 
qu'on cherche * Ja valeur de x ou y par rapport à s ou #5 * 4. 104. 
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l'on aura une équation qui aura deux racines 4P, AB ou 
PM, BD qui deviennent égales chacune à la cherchée 
AE ou EF, lorfque s exprime AL & t, AK. C’eft pour- 


quoi lon multiplier cette équation par une  progreflion arich- 
métrique arbitraire, &c. 


Fev EeM Ip EER: 


199. Soit comme ci-deflus, ayy = xyy + aax; l’on aura 


encore sy? —s1yy—atyy-+aa5y—aast—0, qui étant 
multipliée par la progreflion arithmétique 1,0,—1,—2, 


donne y? *—aay—2aa1—0, dans laquelle s he fe rencontre 
plus, & quia deux racines inégales, favoir PM, BD, lorfque 
exprime À, & deux égales chacune à la cherchés EF 
lorfque : exprime AK. C’ eft pourquoi multipliant de nou- 
veau cette derniere équation par la progreflion arithméti- 


que 3,2,1,0, lon aura 3yy—aa—0; Sipapant BÉP: 
(y) =V= aa. Ce qu'il falloit trouver. 


PER OP OS TI TEL O NV 
Problème. 


200. Mener d’un point donne C hors d’une lione courbe 


AMD une perpendiculaire CM a cette courbe. 


Ayant mené les perpendiculaires MP, CK fur le dia- 
metre AB, & décrit du centre C de l'intervalle CM un cer- 
cle; ileft clair qu’il couchera la courbe 4 MD au point M. 
Nommantenfuitelesinconnues 4P,x; PM 52 CM, r; & les 
connues ÀÂX ,5; KC,t;lonaura Po Che x, ME 
—y+1;& à Ce de criangle rettangle ME C Preret 


ee ss, | 








+ VI—SS +H15X—XX, X—=S — Vrr ie de 
forte que. mettant ces valeurs à la place de y ou x dans l’é- 
quation à la courbe, l’on en formera une nouvelle dans la- 
quelle y ou x ne fe rencontrera plus. 

Si l’on décrit à préfent du même centre Cun autre cer- 


cle qui coupe la courbe en deux points V, D, d’où l’on 


abaïfle 
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abaiffe les perpendiculaires NO, DB, il eft évident que r 


exprimant le rayon CNW ou CD dans l'équation précédente, 
x où y aura deux valeurs 40, 4B ou NO, DB qui de- 
viennent égales entre elles, favoir à la cherchée 4 P ou 
P M lorfque r exprime le rayon CM. D'où il fuit que certe 
équation doit avoir deux racines égales. C’eft pourquoi on 
la mulcipliera, &c. 

EXEMPLE, 


201. Soit ax—y7y l'équation qui exprime la nature de 
la courbe 4 MD, dans laquelle mettant pour x fa valeur 


— tn 





2 © 


fuite l'équation, l’on trouvera y*, &c. qui doit avoir deux 
racines égales lorfque y exprime la cherchée P M. 


y* *—24$yy+2aaty +aass — 0. 


+ 4 a — aarfr 
+ aatt 
ZE NOR 1h 0. 





ayt *—4asyy +iaaty *Ÿ  —o. 
+ 244. 
C’eft pourquoi on la multipliera par la progreflion arithmé- 
tique 4,3, 2,1, O0, Ce qui donnera 4yi— 445y + 2aay + 
2aat— 0, dont la réfolution fournira pour y la valeur cher. 
chée P M. 
Si le point donné C romboit fur le diametre AB; l'on au- Fe, 152. 

roit alors :— 0, & il faudroit effacer par conféquent tous 
les termes où s fe rencontre, ce qui donneroit 4as— 2aa 
— 4yy —44X, EN Mettant pour yY fa valeur a x. D'où l’on 


tireroit X=—= 5 — — a; Ceft-à-dire que fi l'on prend CP 


égale à la moitié du parametre, & qu'ayant tiré l’appliquée 
P M perpendiculaire fur 4B , l'on mene la droite CM, 
elle fera perpendiculaire fur la courbe 4 MD. k 

F 
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2. Si l’on veut à préfent que le point M foit donné, & 
que le point C foit celui qu'on cherche; il faudra dans la 
derniere équation qui exprime la valeur de ACKSs)par rap- 
portà AP(x)ou PM(7y) regarder ces dernieres comme 


connues , & l’autre comme linronnue. 
D'ÉRANS MON: EL. 


Si d’un rayon quelconque de la dévelopée l’on décrit un 
cercle, 1l fera nommé cercle barfant. 
Le point où ce cercle touche ou baife la courbe , eft ap- 


pellé pornt barfant. 


Pr5 O5) P: OSSI TE © NV: 
Problème. 


203. La nature de la courbe A MD étant donnée avec un 
de fes points que elconques M ; trouver Le centre C du cercle 


qui la baife en ce point M. 
Ayant mené les perpendiculaires MP, CX fur l'axe, & 


nommé les lignes par les mêmes lertres que dans le Problême 
précédent; l’on arrivera à la même équation dans laquelle 
il faut obferver que la lettre x ou y, que l'on y regarde 
comme l’inconnue , marque ici une grandeur donnée ; & 
qu'au contraire 5,4, que l'on y regarde comme connues, 
font en effet ici les inconnues auffi- bien que r. 

Cela pofé, il eft clair 1°. Que le point cherché C' fera 
fitué fur la perpendiculaire MG à la courbe. 2°. Que lon 
pourra toujours décrire un cercle qui touchera la courbe en 
M , & la coupera au moins en deux points ( dont je fuppofe 
qe le plus proche eft D, d'où l'on abaiflera la pééplicn, 

laire DB); puifque l’on peut toujours trouver un cercle qui 
coupe une hgne courbe quelconque , autre qu'un cercle, au 
moins en quatre points, &-que le point couchant 7 n’équi- 

vaut qu'à deux interfeétions. 3°, Que plus fon centre G'ap- 
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proche du point cherché C, plus aufli le point d'interfeétion 
D approche du point touchant A7: de forte que le point G 
combant fur le point C ;le point D fe réunit avecle point A7; 
puifque * le cercledécrit du rayon € M, doittoucher & couper 
la courbe au même point M1. D'où l’on voit que s exprimant 
AF,&t, FG, l'équation doit avoir deux racines égales, 
favoir * chacune à 4 P ou P M felon qu’on a fait évanouir y 
oux, & uneautre 4 B ou B D qui devient aufli égale à 4 P 
ou PM lorfque s & : expriment les cherchées AK, KC; 
&c qu'ainfi cette équation doit avoir trois racines égales. 


Ex EM PILE. 


204. Soit ax—= y7y l'équation qui exprime la nature de la 
courbe AMD) , & l'on trouvera * y*, &c. qui étant multi- 
pliée par8,3,0,—1,0,produit des deux prosreflions arith- 
IMÉCTIQUES 4,352 15030251; 05-52 donne sy — 
2441. 


yt *—2asyy Hraaty +aass — 0. 





aa —aarr 

+ aatit 

4, 35 Z ; I, 0. 

RASE DA 0, — 1, —0; 
Sy * —24aaty * — 9, 


D'où l’on tire la cherchée XKCou PE (:) =. 


Si l'on veut avoir une équation qui exprime la nature de 
la courbe qui paîle par tous les points €, l’on multiplera en- 
core y*, &C. par o,3,4, 3,0) produit des deux procreflions 
AT AS IS OS O5 112 33 Ayo LOMÉTOUVÉTA ay — 4aay 





—_— * d’où 2 LOT I 

— 6aat: d'où, en fuppofant pour abréger s — —4—, 
P ÉSe : ARR o> sels TL SENS sp à 
On rer y À AY Ts AA 15 8 partant 16 0 


— 27att, D'où il fuit que la courbe qui pafle par tous les 
points €, eft une féconsle parabole cubique, dont le para- 


Ffi) 


* Art. 76. 


* Art. 200. 


K'Af1::201: 


: 
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274 | è , 
metre = “©, & dont le fommer eft éloigné de celui de fa 
dbote 19% part = — 7 
parabole propofée de — a; parceque == 5 ——a. 


Lorfque la pofition des parties de la courbe, voifines du 
point donné M, eft entiérement femblable de part & d’au- 
tre de ce point, comme il arrive lorfque la courbure y eft 
la plus grande ou la moindre; il s'enfuit que l’une des inter- 
feétions du cercle touchant ne peut fe réunir avec le point 
touchant, que l’autre ne s'y réunifle en même temps : de 
forte que l'équation doit avoir alors quatre racines égales. 
Et en effec fi l’on multiplie y*, &c. par 24, 6, 0, 0, 0, pro- 
duit des trois progreflions arithmétiques 4, 3,2,1,0,&3, 
2,1,0,—1,&2,1,0,—1,— 2; l'on aura 24yf—0: 
ce qui fait voir que le point M7 doit tomber fur le fommet 
A de la parabole, afin que la pofition des parties voifines de 
Ja courbe foit femblable de part & d'autre. 


AUTRE SOLUTION. 


205. On peut encore réfoudre ce Problème en fe fouve- 
nant que l’on a démontré dans l’article 76 qu'on ne peut 
mener du point cherché € qu’une feule perpendiculaire CF 
à la courbe AMD) ; au lieu qu'il y a une infinité d’autres 
points G fur cette perpendiculaire AZC, d’où l’on peut mener 
deux perpendiculaires MG, G D à la courbe. Si donc on 
fuppofe que le point G foit donné, & que l’on cherche * la 
valeur de x ou y par rapport aux données s & 2; 1l eft vifi- 
ble que certe équation doit avoir deux racines inégales, {a- 
voir AP, AB ou PM, B D qui deviennent égales entre 
elles lorfque le point G tombe.fur le point cherché C. C'eft 
pourquoi l’on multipliera cette équation par une progreflion 
arithmétique quelconque, &c. 


ÉSXEMPST E: 


106. Soit comme ci-deflus ax =—5y ; & l’'onaura* 4yi, &c. 
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4ÿ * —4asy +2aat = 0. 
"2.4 4 





8y5. * KR 2 aat 0; 
qui étant mulripliée par la progreflion arithmétique 2, 1,0 


— 1, donne comme * auparavant r = #2. 


2 


Gioïrho:ri LASER E: 


207. Il eft évident qu'on peut confidérer le point baifant 
comme * la réunion d’un point touchant avec un point d’in- 
ter{ection du même cercle; ou bien comme * la réunion de 
deux points couchants de deux cercles différents & concen- 
criques : de même que le point d'inflexion peut être regardé * 
comme la réunion d’un point touchant avec un point d'in- 
terfection de la même droite, ou * comme la réunion de 
deux points touchants de deux différentes droites qui partent 
d'un même point. 


PRSO“PEO ST AT ON VAT 
Problème. 


208. Trouver une équation qui exprime la nature de La 
cauftique AFGK,, formée dans Le quart de cercle CAMNB, 
par les rayons réfléchis MH, NL, &@c. dont les incidents 
PM, QN, &c, /ont paralleles a CB. | 


Je remarque 1°. Que fi on prolonge les rayons réfléchis 
MF, NG, qui touchent la cauftique en F, G., jufquà ce 
qu'ils rencontrent le rayon C B aux points Æ, Z; l’on aura 
MH égale a CA, & NL égale à CZ. Car l'angle CMH 
= CMP=MCA; & de même l'angle CNL= CNQ — 
NCL. 

2°, Que d’un point donné F fur la cauftique AFXK , lon 
ne peut mener qu'une feule droite AH qui foit égale à 


PAT 201: 


FiG.x$ 3.15 4. 
HAT 203: 
AT 210$ 


* Art. 196. 


NATA 108: 


Fic: 155. 
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CA, au lieu que d’un point donné D entre le quart de cer- 
cle AM B & la cauftique 4 FX, lon peut mener deux li- 
ones MH, NZ telles que MH= CH & NI—CL, Car 
on ne peut mener du point À qu'une feule rangente MA ; 
au lieu que du point D on en peur menerdeux MA, NI. 
Cecibien entendu, | 

Soit propofé de mener d’un point donné D la droite MA, 
enforte qu’élle foir égale à la partie C À, qu’elle détermine 
fur le rayon C B. | 

Ayant mené MP, DO paralleles à CB, & MS paral- 
lele à CA, foient nommées les données CO, ou RS, z; 
OD, 7; AC ou CB, a ; & les inconnues CPoù MS, x; 
PMouCS,y; CHou MF, r. Le triangle re&angle MS H 
donnera rr=—=rr—2ry +yy + xx; d'oùlontire CÆ(r)— 
ue De plus les triangles femblables MRD, MSH 


donneront MR(x—u).MS(x)::RD(7—7y).SH— 
+, &e: partant. CS #4 S Hou CHE ES EE 


ÀX — À L 2 y 
— — en mettant pour xx +y7y fa valeur aa. D'où l’on 
2 y 


forme (en multipliant en croix) l'équation aax — aau — 
24XY—2uUYY; 8 Mettant pour yy fa valeur aa— x x, 1l 
vient 27Xyÿ—4aaxX +aau—2uxx:quarrant enfuite 
chaque membre pour ôter les incommenfurables, 8 mettant 
encore pour yYy {a valeur aa — xx, l’on aura enfin 


Aauuxt—4aauxi— 4aauuxx +zafux+atuu =o. 


RE 4 aux 
+. a* 

Or il eft clair que z exprimant CO; & 7, OD; cette éga- 
lité doit avoir deux racines inégales , favoir CP, CQ : & 
qu’au contraire exprimant CE; & 7, EF; CQ devient 
égale à CP, de forte qu’elle à pour lors deux racines égales. 
C’eft pourquoi fi lon multiplie fes termes par ceux des deux 
progreflions arithmétiques: 4, 3,2, 10,8 0, f,2,33:4, 
l’on formera deux égalités nouvelles par le moyen defquelles 
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on tfOouUVEra , après avoir fait évanouir linconnue X , CELTE 
équation 


C4; —48aagt +izatzz; — à —0, 
HF IQ2UU —96aauu—1$Sauu 
+ igozuf —4$aaut 
+ 64 u° 


qui exprime la relation de la coupée C£ (x) à l’appliquée 
EF ) Ce qu'il falloit trouver. 

On. peut déterminer le point touchant F'en fe fervant de 
la Méchode expliquée dans la huitieme Sedtion. Car fi l'on 
imagine unautrerayon incident infiniment proche de PAF; 
1] ef clair que le réfléchis 7% Tee M H au point cherché 
F', par lequel ayant tiré FE paralleleà P M, l'on nommera 


CE. LEO CPSNRS EME 5 CM. a: & l’on trou- 
Re DER = 27. Oril.eft vi- 
fible que CM, CF’, EF demeurent les mêmes pendant que 
CP&PM varient. C’eft pourquot l’on prendra là difré- 
RTE cette équation En traitant 4, 4, 7, comme conf- 
cantes , & x, y comme variables; ce qui donnera LUyYXXAX 
+ nr — aaxXdy — aauxdy De Lux dy —0, dans la- 


vera comme ci-deflus 


quelle mettant pour dx {a valeur — LE (que l’on trouve en 
prenant Ja différence de yy —4aa—xx),& enfuite pour 
yy fa valeur aa— xx, ilvientenfin C£ (4)=— =. 

Si lon fuppofe que la courbe 4 MB ne foit plus un quart 


de cercle, mais une autre courbe quelconque qui ait pour 
rayon de fa développée au point M la droite MC ; il eft 
clair *-que fa petite portion M m péeut être regardée comme  * 4r, 76 
un arc de cercle:décriv du centre €: D'où 1l fuft que fi l'on 
mene parce cencre la perpendiculaire CP fur lerayon inci: 


; . 7 2 
dent PM, & qu'ayant pris CE = —(CP=—x,CM—a), 
[24 


! 


Jontrire Æ F parallele à P MT;elle ira couper le rayon réflé- 
chi ÂT au point: } où il touche la cauftique-4 FX. 
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S1 l'on tire par tous les points M7, rm d’une ligne courbe 
quelconque AMTB , des lignes droites MC, mC à un poinc 
fixe C de fon axe AC, & d’autres droites MA, mhtermi- 
nées par la perpendiculaire CB à l'axe, enforte que l’angle 
CMH=MCH & Cmh—mCh; & quil faille trouver 
fur chaque MA le point F où elle touche la courbe 4FXK, 
formée parles interfeétions continuelles de ces droites M A, 
m h. On trouvera comme auparavant CA — = _—_ 


PR l'on tite: EU ERpYE RS 
X —U X Y 
différence (en traitant z,7comme conftantes, & x, ycomme 
variables ) donne 2x'y dX—UuXxXxY dx x dy + uxidy + 
xxyydy+uxyydy—uy'dx=0; & partant la cherchée 
1223ydx-—xtd vi d 
CROP er de 
la ligne AMB étant donnée, l’on aura une valeur de dy 
en dx, laquelle étant fubftituée dans l’expreflion de CE, 
cette exprefion fera délivrée des différences & entiérement 


connue, 


— 27, dont la 


. Or la nature de 





PR IOPEO SANTUR ON Li Ee 
Problème. 


209. Soit une ligne droite indéfinie AO qui ait un com- 
mencement fixe au pornt À ; [ot entendue une infiniié de para- 
boles BED , CD G qui aient pour axe commun la droite AO, 
& pour parametres les droites AB, AC snterceptees entre Le 
point fixe À, & leurs fommets B, C. On demande la nature 
de la ligne AFG qui rouche toutes ces paraboles. 


Je remarque d’abord que deux quelconques de ces para- 
boles BFD, CD G fe couperont en un point D fitué entreia 
ligne AFG & l'axe AO, que À Cdevenantégalà 4B , le 
point d'interfection D tombe fur le point touchant Æ. Ceci 
bien entendu, 

Soit ptopofé de mener par le point donné D une para- 
bole qui ait la propriété marquée, Si l'on mene lappliquée 


à) 
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DO, & qu’on nomme les données AO ,u; OD ,7; & l'in- 
connue A B,x; la propriété de la parabole donnera 4B x 


BO(ux—xx)—=DO(z7);8&ordonnantlégalité, l'on 
aura xx—ux+xx;—=0. Orileft évident que z exprimant 
AO ; & 7, OD,; cette égalité a deux racines inégales , fa- 
voir AB, CA; & qu'au contraire # exprimant AE; & 7, 
EF; AC devient égale a AB, c’eft-à dire qu’elle à pour 
lors deux racines égales. C’eft pourquoi on la multipliera par 
la progreflion arichméchique 1,0,— 1, ce qui donne x —=7; 
êc fubftituant cette valeur à la place de x, 1l vient l'équation 
u = 27 qui doit exprimer la nature de la ligne 4F G. D'où 
lon voit que ÀFG eft une ligne droite faifant avec 4 O 
l'angle F 40 tel que AE eft double de EF. 

Si l’on veut réfoudre cette queftion en général, de quel- 
que degré que puiflent être les paraboles BF D, CD G; on 
{e fervira de la Méthode expliquée dans la Seétion huitieme, 
en cette forte. Nommant AE ,u; EF ,7; AB, x; l'on aura 


1 n M fu N 


U—X XX —=7% qui exprime en général [a nature 
de la parabole B F', dont la différence donne ( en trai- 
tant z & 7 comme conftantes , & x comme variable ) — 








RE Te MUREED + 9 (RE. 16 € el n — 1] ef V5 ” 
nmXU—X dxxx +nx  dxxXu—>x —=0; &di- 
—M ee 1] NN — 1 = j 
vifant par 4 — x dxxx  ,ilvient—mx<+ nu — 
, Le 
n x —= 0 : d'où l’on tire x — u ; 8T partant 4 — x 
m1 


a 


M 171 


& de x dans l'équation générale; & faifant { pour abréger) 


u. Mettant donc ces valeurs à la place de 4 — x, 





72 PRE 77 

m + RL + 7 
D'où l’on voit que la ligne 4 F G eft toujours droite, fi com- 
pofées que puiflenc être les paraboles, n’y ayant que la rai- 


fon de AE à EF qui change. 


2 +) TPE 
MA, lon aura 77 vp 0), 


On vort clairement par ce que lon vient d'expliquer dans 
cette Section, de quelle maniere l’on doir fe fervir de la Mé- 
| Gg 
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thode de MM. Defcartes & Hudde pour réfoudre ces fortes 
de queftions lorfque les courbes [ont géométriques. Maïs l’on 
voic auffi en même temps qu’elle n’eft pas comparable à celle de 
M. Leibnitz, que j’ar taché d’expliquer à fond dans ce Trarté : 
puifque cette derniere donne des réfolutions générales où 
l’autre n’en fournit que de particulieres , qu’elle s’etend aux 
lignes tranfcendantes, & qu’il n’eft point néceffaire d’ôrer les. 
incommenfurables ; ce qui feroit très fouvent impraticable. 


ET:N. 
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Imprimeur du Clergé , en furvivance. 
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